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Resumo

O método SCP pode ser posto em uma condicdo histérica renascentista, uma vez que ele
se propoe a usar métodos lineares que ha muito foram deixados de lado. Mesmo usando
algo que por vezes foi considerado uma tecnologia defasada, o método foi capaz de atingir
bons resultados. Esse trabalho tem como foco o estudo dos fundamentos, funcionamento
e implicacdes do método em um contexto contemporaneo. Um produto desse estudo foi a
confeccdo de um cédigo que tenta equivaler-se ao método proposto, que data de 2010. Tanto
o estudo quanto a confeccdo do cédigo resultaram em um ferramental tedrico e pratico a
respeito ndo s6 do SCP, mas também a outros métodos, como o do gradiente conjugado e
o método sequencial quadratico. Analises sobre o funcionamento do método e a conjuntura
das ferramentas usadas em sua construcdo foram feitas a fim de compreender n3o sé as
possibilidades advindas do método, mas também seu percurso e o que ele significa na histéria

da otimizacao.

Palavras-chave: Otimizacdo continua. Problemas n3o lineares. Programacao.



Abstract

The SCP method can be placed in a renaissance historical condition, since it purports to
use linear methods that have long been discarded. Even using something that was sometimes
considered outdated technology, the method was able to achieve good results. This work
focuses on the study of the fundamentals, functioning and implications of the method in a
contemporary context. The product of this study was the making of a code that tries to
match the proposed method, which dates from 2010. Both the study and the making of the
code resulted in theoretical and practical tools regarding not only the SCP, but also other
methods, such as conjugate as the gradient and the sequential quadratic method. Analyzes of
the method's functioning and the conjunction of the tools used in its construction were carried
out in order to understand not only the possibilities arising from the method, but also its path

and what it means in the history of optimization.

Keywords: Continuous optimization. Nonlinear Problems. Programming.
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1 Introducao

Os processos industriais potencializados no inicio do século XX guiado pelos frontes das duas
grandes gerras trouxe um solavanco ao desejo de solucdo de problemas de carater otimizavel.
Dois personagens em cenarios distintos se sobressaem dando partida a corrida armamentista
dos métodos de otimizacdo.

Por outro lado, de um ponto de vista tedrico os métodos de otimizacdo nascem junto
com o Calculo Diferencial advindo do Principia (Newton) e reformulado por seus colaboradores,
Euler, Cauchy, Weierstrass, Lagrange, entre outros. O mecanismo em si ainda precisava de um
interlocutor, o computador, a maquina que decifraria os enigmas da fenomenologia. Com a
evolucdo dos sistemas processuais booleanos advieram a cepa de uma nova era, o modernismo
pragmatico das maquinas digitais possibilitaram um novo horizonte a ser concebido pelas
mentes mais audazes e, convenientemente, mais bem preparadas de toda a histéria humana,
os cientistas do meio do século XX.

Apenas depois de quase 30 anos de avancos tedricos e praticos é que pudemos contar
com métodos que se equivaleriam ao classico método de Newton no que se refere a solucdo
de um problema de busca linear. O efeito desse avanco nos colocou em um movimento que
s6 fez acelerar. Desde o combalido método Simplex (DANTZIG, 1963), enviesando entre os
métodos de Newton e seus correlacionados, estamos em uma busca continua por um modo
de encontrar 6timos de funcdes de formas cada vez mais eficientes. Por essa busca e pelo
sucesso dela é que temos hoje computadores funcionais em dispositivos méveis e uma janela
de aplicabilidades dos modelos de otimizacao evoluindo dia apds dia.

E nesse cenario que viemos apresentar um método que foi gerado para ser aplicado a
um espectro grande de modelos pela amplitude de seus parametros. Visando uma aplicacdo a
problemas nao lineares e em que as funcdes que representam o modelo ndo sejam necessari-
amente conexas, o Sequential Cutting Plane (SCP) se propde como uma ferramenta robusta
e metamorfa. Pois o algoritmo no qual estd erguido faz uso de um modo sofisticado dos ele-
mentos que compoem todos os métodos classicos, e mais, ele se supde ser ainda mais eficaz
que cada um deles.

Entendo que sb se poderia apresentar os aspectos técnicos do SCP mediante uma
abreviada introducdo ao teor histérico que fomentou as ideias por tras do ideal do algoritmo
e, que também, seria necessario apresentar estruturas fundamentais a otimizacdo matematica,
em seu proprio territério, dentre outras estruturas que se aliciam a técnica, seja pelo suporte

ao mecanismo tedrico, seja pela praticidade de linguagem. Apresentamos no Capitulo 2 um
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relato histérico e tedrico que sustenta o SCP em seus alicerces mais amplos. Iniciando com
a ideia pratica de resolver um problema e embarcando numa discussao indo até o problema
de fazer estimativas de um ente matematico classico que se revela indomesticavel quase, a
Hessiana.

Seguindo uma estrutura textual que possibilite a compreensio do que foi produzido ao
longo de seis meses de dedicacdo erguemos o método cientifico que utilizamos no Capitulo 3
e, em seguida, no Capitulo 4 apresentamos nosso objeto central, a andlise analitica do método
mediante uma sentenca pratica. Fazendo uso de légica de programacao foi estruturado um
algoritmo auxiliar que serviu para imergir aos instrumentos intrinsecos do SCP e revelar seus
mecanismos e manobras. Disso seguimos para uma modelagem de um método construido com
um algoritmo inédito, que traduz o SCP de uma forma que possibilite a sua codificacdo em
uma linguagem que consiga compilar suas rotinas.

Além de se aproximar com muita eficiéncia de um algoritmo que revele o SCP numa
plataforma publica e de facil acesso, os frutos desse trabalho transbordam na area tedrica, no
que diz respeito a formacdo de recursos humanos, e no requisito pratico, no que diz respeito
a elaboracdo de um cddigo que & o SCP via légica de programacao.

Ademais, desejamos que esse trabalho possa vir a servir de inspiracado a outros trabalhos
que evoluam ainda mais os avancos que atingimos e que possam trazer uma estrutura mais

sélida para a area da otimizacdo continua.
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2 Revisao Literaria

2.1 A programacao sob o viés matematico

Visando uma exposicao técnica e concisa do contetido dessa secdo foi elaborado pelo professor
orientador desse trabalho o texto que se apresenta.

Desde que comecamos a produzir materiais usando de maquinarios nos confrontamos
com o problema de otimizacdo. Em primeira escala o problema ja tinha uma abordagem
matematica sélida iniciada em consequéncia da evolucdo da matematica analitica que foi
fortificada pelos instrumentos advindos do Calculo Diferencial e Integral.

Mesmo os métodos mais simples, matematicamente, podem ser de alto custo compu-
tacional. Esse o objeto desse texto. Apresentar os elementos da otimizacdo de funcdes reais a
uma variavel e, sem seguida, a varias variaveis, desconsiderando completamente o fato de que
em nosso tempo tais processos sdo feitos quase que exclusivamente por computadores e seus
métodos. E por esse motivo precisam de uma abordagem dirigida ao fato de que o computador
precisa entender o que teoricamente pode ser facil de definir, mas que para os processos de
otimizacdo computacionais sdo delicados, como por exemplo a estimativa de calculo com nu-
meros infinitesimais, que adotamos teoricamente como algo concreto, passa a ser um desafio
computacional.

Faremos nossa exposicdo usando de dois momentos. No primeiro definimos o que signi-
fica otimizar e apresentamos os elementos que cercam essa definicdo. Num segundo momento
apresentamos critérios de otimalidade que definem condicoes sob as quais podemos garantir
a existéncia de solucbes para os problemas propostos.

Para o que vamos apresentar estamos considerando que o conjunto R™ é um Espaco
Vetorial Normado, com a norma provinda de um produto interno. Representamos a norma por:

|| - || : R* — R. N3o faremos distincdo de notac3do para as possiveis variacdes de n.

2.1.1 Funcdes a Uma Variavel Real

Damos inicio a essa secao apresentando o que devemos entender por processo de otimizacao.
Tornou-se comum o uso de modelagem matematica para a determinacdo de como os processos
de certos fendmenos podem ser simulados. Essa simulacao molda o que significamos como
sendo uma solucdo para um problema que estad dentro de parametros estabelecidos a partir do
fendmeno. O instrumento que usamos para representar o modelo é o que matematicamente

entendemos como sendo uma funcdo. Que definimos a seguir:
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Definicao 1 (Func&o Real). Uma fungio real é uma relacdo entre dois subconjuntos I, J C R.
Para que seja considerada uma funcio a relacdo deve satisfazer as seguintes condicées:

1. Para todo x € I deve existir um nimero real f(x);

2. Para todo x € I, deve existir um dnico f(x) € J.

O conjunto I é denominado o dominio de f(x) e J a imagem de f(z).

Existem diversos estudos que podemos fazer para que possamos analisar o comporta-
mento de uma funcdo assumindo a variacdo dos valores de = dentro do subconjunto I. Os
avancos tedricos obtidos desde a construcdo do Calculo Diferencial nos permite fazer a analise
de variacdo infinitesimal de uma funcdo f(z) que satisfaca determinadas condic3es.

Para que possamos caracterizar o ente derivada de uma funcdo real vamos construir
sucintamente uma cadeia de resultados que revelam a natureza desse ente. Um instrumento
que usaremos frequentemente é o que denominamos de intervalo, que podemos compreender
como sendo um subconjunto de R definido pelos extremos a, b. O conjunto I = (a,b) é o
intervalo aberto definido pelos valores de x, tais que a < x < b. Equivalentemente, o intervalo
fechado I = [a,b] é definido pelos valores de =, tais que a < x < b.

Iremos precisar de uma nocao intima ao estudo das derivadas que é a de aproximacao
infinitesimal. Dado um valor real ¢, desejamos poder gerar uma entidade que represente uma
vizinhanca de ¢, isto é, um conjunto de valores reais que estdo suficientemente préximos de c.
Para isso é classico o uso de variaveis de acréscimo e decréscimo infinitesimal. O infinitésimo
deve ser compreendido como uma porcao arbitrariamente pequena, ou seja, ao assumir que
um valor real € &~ 0, estou supondo que a diferenca entre € e 0 é tal pequena que podemos
considerar que esses valores representam grandezas indistinguiveis. Vamos denotar por uma
e-vizinhanca de ¢, o subconjunto V. = (¢ — ¢, c + ¢).

Antes de apresentar o conceito de derivada, devemos apresentar o conceito de conti-

nuidade que precede o de derivada e o fomenta de uma forma intrinseca.

Definicdo 2 (Funcio Continua). Dizemos que uma funcio real definida em um subconjunto
I, um intervalo, é uma funcdo continua se, e somente se, para todo valor real & € I pudermos
escolher arbitrariamente uma variavel infinitesimal, ¢ > 0, que implique na existéncia de outra

variavel infinitesimal 6 > 0 tais que:

|z = 2|l <0 = [|f(z) = f(@)]| <e (1)

A construcao do entendimento do que vem a ser uma funcdo continua é de grande
interesse ao que estamos construindo. Devemos perceber que dizemos que uma funcio é
continua em um valor real especifico &, isso confere um carater local a definicdo. De fato
podemos definir continuidade pontualmente. Mas escolhemos apresentar essa definicdo que
implicitamente é dada para todos os valores de um intervalo real. Ademais, o fato de ||z — || <
0 significa na pratica que estamos considerando estimativas para o valor de & com um erro de
no maximo J. Que faz implicar que as estimativas para o valor de f(Z) no méaximo vao diferir

em ¢, que descrevemos como: || f(z) — f(Z)]| < e.
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Essas nocoes definem um ente que denotamos por limite, e que se apresenta como a
seguir:

lim f(z) = f(%) (2)

T—T

essa equacao representa o fato de que ao considerarmos x tender a & obtemos por implicacdo
que f(x) tende a f(Z). Como dissemos que isso ocorre para todos os valores de & € I, entdo
ocorre que o limite de f(x) existe para qualquer valor de x € I. Tecnicamente isso tem uma
outra interpretacdo. Se considerarmos uma sequéncia de valores reais {xy}, em I tais que a
partir de um determinado indice K tenhamos ||z, — #|| < 0. O fato de f(x) ser continua
em I implica que se considerarmos a sequéncia de valores reais gerados {f(zy)} serad tal
que ||f(xzx) — f(Z)|| < e. Em outras palavras, ao considerar uma sequéncia de valores reais
{z}} convergindo para o valor & temos que os valores associados pela imagem da funcdo real
continua {f(xx)} é uma sequéncia de valores reais convergentes a f().

Estamos em posicdo de confrontar os seguintes entendimentos sobre o que desejamos
como solucdo do que chamamos de otimizacao de funcdes reais que sdo os extremos de uma

funcao real.

Definicdo 3 (Extremos de f(x)). Considerando uma fungo real f : I — J, definimos como
extremo de f(x) em I um ponto x* que satisfaca:

*x £

1. f(z*) < f(z) para todo = € I, nesse caso dizemos que x* é um minimo, ou;

2. f(z*) > f(x) para todo x € I, nesse caso dizemos que x* é um maximo.

Obviamente que os pontos de minimo ou maximo podem ser de caracter local ou global.
Se considerarmos, por exemplo, uma lista de intervalos [, tais que I = Ugl, e, ademais,
I;NI; = ¢. Uma lista de tais intervalos denotamos por particao do intervalo 1. Naturalmente,
que ao aplicarmos a definicdo de extremos de f(x) a cada intervalo I obtemos potenciais
minimos e maximos que numa visao geral devem ser considerados como locais.

Como um primeiro passo concreto em direcdo a nossa ambiciosa missao de concatenar a
teoria de otimizacao em alguns comentarios, nos deparamos a um resultado classico, conhecido

como o Teorema de Weierstrass, que enunciamos:

Teorema 1 (Teorema de Weierstrass). Toda fun¢do continua definida em um intervalo fechado

assume seus extremos.

Esse Teorema expressa de forma precisa o que estamos interessados em encontrar. Ele
garante a existéncia de valores de maximo e de minimo para toda funcdo continua desde
que essa esteja restrita a um intervalo fechado. O modo como apresentamos o Teorema é
sugestivo. Em verdade ele se expressa em uma linguagem topoldgica mais ampla, em termos
de compactos. Basta, por enquanto, dizer que os compactos da reta s3o os intervalos fechados.
O que justifica nossa abordagem.

Como primeiro efeito do Teorema de Weierstrass temos o seguinte critério de otimali-
dade:
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Teorema 2 (Critério de Otimalidade I). Uma fungdo objetivo que seja continua assume valores
de 6timo em intervalos fechados. Isto €, se as regibes de busca dos valores de 6timos de uma
funcdo objetivo que seja continua forem intervalos fechados, entdo em cada intervalo a funcdo

objetivo tera um minimo local e um maximo local.

Podemos observar que esse critério garante a existéncia de valores de 6timo. O que
computacionalmente é suficiente, mas ineficiente teoricamente. O que nos leva a considerar
um refinamento em nossa abordagem. A fim de fortalecer os critérios de otimalidade vamos

considerar a diferenciabilidade.

Definicao 4 (Funcdo Diferenciavel). Considerando uma funcdo real f(x) definida num inter-
valo aberto I. Diremos que f(x) € diferencidvel em I se, e somente se, o seguinte limite existir

para todo valor real & € I:

v f@4h)— f(T)
f () = lim .

h—0

(3)
onde f'(i) denota a derivada de f(x) em Z.

Agora podemos usar da diferenciabilidade da funcdo f(x) para propor uma analise mais
robusta do problema a ser otimizado. E facil observar que se a funcio for diferenciavel entio
ela é continua. O que garante que podemos usar o critério de otimalidade para as funcdes que
sejam sabidamente diferencidveis. O que nos interessa portanto é encontrar mais informacdes

sobre como encontrar os étimos da funcdo objetivo. O que nos leva ao seguinte fato:

Teorema 3 (Teorema de Fermat). Dada uma funcdo real f : [a,b] — J. Se f(x) for diferen-

ciavel em (a,b), entdo seus extremos x* € (a,b) satisfazem a condicdo f (x*) = 0.

Esse Teorema de Fermat nos leva a um patamar mais sofisticado de andlise, pois agora
sabemos quais sdo os candidatos a pontos de extremos de toda funcdo que seja diferenciavel
em (a,b) e que seja ao menos continua em [a,b]. Os pontos x* que satisfazem a equacdo
f'(x*) = 0 s3o comumente chamados de pontos criticos de f(z). O que nos leva ao seguinte

critério de otimalidade:

Teorema 4 (Critério de Otimalidade Il). Se a funcdo objetivo for continua no intervalo
fechado [a,b] e diferencidvel no intervalo aberto (a,b), entdo existem Gtimos e esses podem ser
determinados fazendo:

1. min{f(a), f(b), f(x*)}, onde x* é ponto critico de f(x), ou;

2. max{f(a), f(b), f(x*)}, onde z* é ponto critico de f(z).

Para além dessas analises ainda somos capazes de refinar ainda mais os critérios de
otimalidade se considerarmos que a funcdo objetivo seja duas vezes diferencidvel e que sua
segunda derivada seja uma funcdo continua. A segunda derivada de uma func3o é precisamente

o que parece ser, a derivada da funcdo derivada. Isto &,
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. 1,
noy e f (@ h) — ()
f(z) = lim 0 (4)

h—0 h
Para dar contexto ao que vamos apresentar devemos fazer a exposicdo de um resultado
deveras valoroso que permite fazermos uma representacdo local de uma funcdo duas vezes

diferenciavel da forma seguinte:

Teorema 5 (Teorema de Taylor). Dada uma funcdo real f : [a,b] — J. Se f(x) for duas
vezes diferencidvel em (a,b), entdo para todo c € (a,b) temos que:

fa)=fle)+ f()(x =) + %f"((f)(ﬂj — o) +r(2), (5)

@) _ .

E

com lim,_,,

Portanto, ao aplicarmos o Teorema de Taylor a um ponto critico de f(x) obtemos que:

* Lo * *
f@) = @) ~ 5 f (@) (@ —a7)? (6)
O termo (z — x*)? é definido positivo. Logo o sinal de variacdo da funcdo com relac3o

ao ponto critico z* é dado pela aplicacdo da segunda derivada ao ponto critico, isto é, é dado

por f"(x*). Esse fato sugere as seguintes definicdes:

Definicao 5 (Funcdo Convexa). Dada uma funcdo real duas vezes diferenciavel em (a,b).
Diremos que f(x) é convexa se sua segunda derivada for definida positiva, isto é, se " (x) > 0

para todo x € (a,b).

Como uma implicac3do direta da definicao de funcdo convexa temos que se uma funcao
convexa possui um ponto critico em z* entdo esse ponto é um ponto de minimo global de f(x).
Esse fato sugere que as funcdes que sdo mais facilmente otimizadas siao as que sdo convexas.
Equivalentemente, podemos definir funcdes concavas, exigindo que a segunda derivada seja
definida negativa, isto é, f" (x) < 0 para todo = no dominio de diferenciabilidade da func3o.

Uma implicacdo desses argumentos é o seguinte critério de otimalidade:

Teorema 6 (Critério de Otimalidade Ill). Se a funcdo objetivo for continua convexa no
intervalo fechado [a,b] e duas vezes diferencidvel no intervalo aberto (a,b), entdo existe um

étimo e esse pode ser encontrado fazendo: min{ f(a), f(b), f(x*)}, onde x* € ponto critico

de f(x).

Esse dltimo critério traz uma expressao definitiva sobre o ambiente que desejamos
simular o fenémeno. Os modelos de otimalidade mais eficazes sao aqueles em que a funcao
objetivo é continua convexa num intervalo fechado. Salientando que o intervalo fechado é
o melhor ambiente para a confeccdo de valores de étimo tendo em vista o fato de serem

conjuntos compactos.
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Podemos concluir que a otimizacao de funcGes a uma variavel real é algo tangivel, visto
que podemos equilibrar o modelo para uma restricao de seu dominio natural ou amplificar se
necessario. Restando a tarefa de decifrar essas configuracdes a uma linguagem computacional

acessivel e razoavelmente controlavel.

2.1.2 Funcdes a Varias Variaveis Reais

Nessa secdao exporemos o contexto de otimizacao para funcdes a vérias varidveis reais. A

primeira coisa que faremos é definir um ente.

Definicdo 6 (Funcio Real a vérias variaveis). Uma funcio real a varias varidveis é uma relacio
entre dois conjuntos Y C R™ e J C R. Para que seja considerada uma funcdo a relacdo deve
satisfazer as seguintes condicdes:

1. Para todo x € U deve existir um nimero real f(x);

2. Para todo = € U, deve existir um dnico f(x) € J.

O conjunto U é denominado o dominio de f(x) e J a imagem de f(x).

Diante ao novo contexto, para que possamos caracterizar o ente derivada de uma funcao
real a varias variaveis vamos construir sucintamente uma cadeia de resultados que revelam a
natureza desse ente. Agora passamos a ter como dominio no minimo um subconjunto do
plano R2. Que vamos usar como protétipo de dominio para o argumento inicial. Diferente
do intervalo que é um subconjunto da reta real, num subconjunto do plano real temos uma
liberdade infinita de direcGes. Por causa disso definir e compreender conceitos como limite e
derivada passa antes pode um barema de construcdo geométrico de aproximacao.

Para que possamos ter um lastro vamos comecar definindo o que seria uma vizinhanca
de um ponto num subconjunto & C R2. Dado um ponto a € U definimos como a e-vizinhanca
de a o conjunto: B.(a) = {z € U|||z — al|| < €} Esse conjunto é comumente denominado
de bola aberta de centro a e raio €. A partir da definicao desse conjunto ja podemos ver que
temos infinitas maneiras de se aproximar do ponto a por pontos de B.(a). Por exemplo, se
considerarmos as retas que passam pelo ponto (0,0) e que tem equacdo y = m - z. O fato de
podermos escolher arbitrariamente um valor para m indica nossa arbitrariedade de direcdes de
aproximacao ao ponto a. E nesse contexto que iremos confeccionar nossos instrumentos de

analise.

Definicao 7 (Funcdo Continua). Dizemos que uma funcio real definida em um subconjunto
U C R™ é uma fungcdo continua se, e somente se, para todo ponto & € U pudermos escolher
arbitrariamente uma variavel infinitesimal, € > 0, que implique na existéncia de outra variavel

infinitesimal 0 > 0 tais que:

o — 2| <0 = [[f(z) = f(@)]| <e (7)
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Tal como feito para funcGes reais a uma variavel, temos que essas nocdes definem um
ente que denotamos por limite, e que se apresenta como a seguir:

lim f(z) = f(Z) (8)

T—T

Essa equacdo representa o fato de que ao considerarmos = tendendo a & obtemos por impli-
cacdo que f(z) tende a f(z). Como dissemos que isso ocorre para todos os valores de & € U,
entdo ocorre que o limite de f(x) existe para qualquer valor de z € U.

Tecnicamente isso tem uma outra interpretacdo. Se considerarmos uma sequéncia de
pontos {zx}, em U tais que a partir de um determinado indice K tenhamos ||z — Z|| < . O
fato de f(x) ser continua em U implica que se considerarmos a sequéncia de pontos gerados
{f(zg)} sera tal que ||f(zx) — f(&)|| < €. Em outras palavras, ao considerar uma sequéncia
de pontos {x\} convergindo para o valor & temos que os pontos associados pela imagem da

func3o real continua {f(x)} é uma sequéncia de pontos convergentes a f(Z).

Definicao 8 (Extremos de f(z)). Considerando uma funcdo real f : U4 C R™ — J, definimos
como extremo de f(x) em U um ponto =* que satisfaga:

1. f(z*) < f(z) para todo x € U, nesse caso dizemos que x* é um minimo, ou;

2. f(z*) > f(x) para todo x € U, nesse caso dizemos que x* é um maximo.

Como na primeira secdo faremos aqui um passo concreto em direcdo a nossa teoria
de otimizacdo em alguns comentarios. Apresentamos a versiao geral do classico Teorema de

Weierstrass, que enunciamos:

Teorema 7 (Teorema de Weierstrass). Toda funcdo continua definida em um compacto

assume seus extremos.

Esse Teorema expressa de forma precisa o que estamos interessados em encontrar. Ele
garante a existéncia de valores de maximo e de minimo para toda funcdo continua desde que
essa esteja restrita a um compacto do R™. Como primeiro efeito do Teorema de Weierstrass

temos o seguinte critério de otimalidade:

Teorema 8 (Critério de Otimalidade 1V). Uma funcdo objetivo que seja continua assume
valores de 6timo em conjuntos compactos. Isto €, se as regides de busca dos valores de 6timos
de uma fungdo objetivo que seja continua forem conjuntos compactos, entdo a funcdo objetivo

terd um minimo local e um maximo local.

Podemos observar que esse critério garante a existéncia de valores de 6timo. O que
computacionalmente é suficiente, mas ineficiente teoricamente. O que nos leva a considerar
um refinamento em nossa abordagem. A fim de fortalecer os critérios de otimalidade vamos

considerar a diferenciabilidade.

Definicdo 9 (Funcdo Diferenciavel). Considerando uma funcio real f(x) definida num sub-

conjunto U C R"™. Diremos que f(x) é diferencidvel em U se, e somente se, existirem n
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nameros reais { Ay, ..., A, }, tais que:

flx+v)—flz)=A1- v+ ...+ A, - v, +7(v), (9)

para todo x € U, e v = (vy, ..., v,) tal que x + v € U. Com lim,_, ﬁ =0.

Agora podemos usar da diferenciabilidade da funcdo f(x) para propor uma analise mais
robusta do problema a ser otimizado. E facil observar que se a funcdo for diferenciavel entdo
ela é continua. O que garante que podemos usar o critério de otimalidade para as funcdes que
sejam sabidamente diferencidveis. O que nos interessa portanto é encontrar mais informacdes
sobre como encontrar os 6timos da funcdo objetivo.

Segue direto da definicdo de funcao diferenciavel que podemos calcular a derivada de
f(z) fazendo uso dos vetores candnicos de R", obtendo que os nimeros reais {41, ..., A, }
sdo o que denominamos de derivadas parciais da funcdo f(z) com relacdo a suas coordenadas,
como segue:

@)= 4 (10)
axi

Tal como fizemos na secdo anterior, podemos definir essas derivadas parciais a partir

do célculo de um limite, com a seguir:

'h' — (11)

Podemos fazer uso desses argumentos para definir o que denotamos como a diferencial

de f(z) que seria o equivalente a derivada de f(x) quando tinhamos uma variavel.

Definicdao 10 (O Diferencial de f(x)). Seja f(x) uma fungio real a vdrias variaveis definida
em um aberto U C R"™. Supondo que as n derivadas parciais existam e que sejam funcées
continuas, temos o diferencial de f(x) dado com respeito a uma base canénica,{dz1, ..., dx,},

do Espaco Dual R* pela expressao:

Df(x) = Z g—i(x) - dx; (12)

1=

Podemos definir os pontos criticos de f(z) a partir do conjunto solucdo da equacdo:
Df(x) = 0. Segue dessa definicio que num ponto critico todas as derivadas parciais sdo
nulas, isto &, %(m) = 0. Temos para as funcoes a varias variaveis o equivalente ao Teorema

de Fermat:

Teorema 9. Seja f(x) uma funcdo real a varias varidveis definida em um abertoUd C R™. Se

f(zx) for diferencidvel em U, entdo seus extremos x* € U, satisfazem a condicdo D f(z*) = 0.

Esse Teorema nos leva a uma sofisticacao da analise, pois agora sabemos quais s3o os
candidatos a pontos de extremos de toda funcdo que seja diferenciavel em um aberto U de

R™ e que seja a0 menos continua no fecho do conjunto I/, desde que esse seja um conjunto
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compacto. Podemos entender o fecho de um conjunto como sendo a colecdo de todos os
pontos de acumulacdo do conjunto. Os pontos de fronteira sdo todos os pontos que definem
o interior e o exterior do conjunto. Denotamos o conjunto pontos de fronteira, ou a fronteira

do conjunto U por JU. O que nos leva ao seguinte critério de otimalidade:

Teorema 10 (Critério de Otimalidade V). Se a funco objetivo for continua no compacto U
e diferencidvel no aberto U, entdo existem 6timos e esses podem ser determinados fazendo:
1. min{f(z), f(z*)}, onde x* é ponto critico de f(x) emU e x € OU , ou;
2. max{f(zx), f(z*)}, onde x* é ponto critico de f(x) emU e x € IU.

Para além dessas analises ainda somos capazes de refinar ainda mais os critérios de
otimalidade se considerarmos que a funcdo objetivo seja duas vezes diferencidvel e que sua
segunda derivada seja uma funcdo continua. A segunda derivada de uma funcdo é precisamente

0 que parece ser, a derivada da funcdo derivada. Isto é,

D(Df)(z) = D*f(x) (13)

Para dar contexto ao que vamos apresentar devemos fazer a exposicdo de um resultado
deveras valoroso que permite fazermos uma representacdo local de uma funcdo duas vezes

diferencidvel da forma seguinte:

Teorema 11 (Teorema de Taylor). Seja f(x) uma funcdo real a varias varidveis definida em
um abertoUd C R™. Se f(x) for duas vezes diferencidavel em U, entdo:

Fr+v) = f(2)+ Df(@) v (z +0) + %sz(x) (@)@, (14)

ondev € R", tal que x +v € U. Com lim,,_, TQ(}—T‘)Q =0.

Nessa versao do Teorema de Taylor apresentamos implicitamente um conceito deveras
importante para a analise de funcdes reais a varias variaveis, a saber, a forma Hessiana. De-
notada por D?f(x) - v* a forma Hessiana, tem o mesmo papel que a segunda derivada para
uma funcdo real a uma varidvel. Visto que podemos encontrar uma expressdo de f(z) numa
vizinhanca de um ponto critico dada por:

1
f@ +v) = (@) = 5D (@) - 0* (2" +v)? (15)

Precisamos encontrar uma maneira de analisar a variacdo da forma Hessiana. Uma que

se ajusta muito bem por diversas razoes é a forma matricial. A matriz da forma Hessiana, é

denominada de matriz Hessiana, e tem a seguinte expressao:

Do) = = (520 (0)) (16)

Analogamente podemos definir a matriz associada ao funcional D f(z) que é denomi-

nada de matriz Jacobiana e tem a expressao:

D)= 7= (fw) (1)
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Obviamente que a matriz Jacobiana é uma matriz linha, ou coluna. Enquanto que a
matriz Hessiana é uma matriz quadrada de ordem n. Ha um fato muito relevante que faz da
matriz Hessiana um manjar da otimizacdo que é o fato de ser uma matriz simétrica, quando
consideramos condicdes simples para a funcdo f(x). A fim de que o Teorema de Shwarz seja
satisfeito. Por ser simétrica podemos definir um produto interno sempre que ela for definida
positiva. Isso gera um estrutura deveras importante.

Associado ao funcional D f(x) temos um vetor que desempenha para a otimizagdo um
papel de principe. Esse vetor é denominado de vetor gradiente, representado por Vf(x) e é

definido a partir da seguinte equacao:

Df(z)-v=(Vf(z)v) (18)
Ao usarmos a definicao de angulo entre vetores no R", provinda do produto interno,
temos que:
(Vf(z),v)
cos(Ov f(x)w) = (19)
V@I - el

Podemos considerar, sem perda de generalidade que ||v|| = 1, encontrando que:

c08(0v f(2),0) [V f(2)|] = (V[ (2),v) = Df(x) - v (20)

Portanto, podemos concluir que a direcdo para v na qual o funcional D f(x) assume o
maior valor é precisamente v = V f(x) visto que é nessa direcdo que o angulo Oy () vy@) =0
tornando o cos(0v (), vs@) = 1, logo: Df(x) -v = ||V f(2)]].

Além desse fato, o gradiente é facilmente calculado visto que ele é definido pelas

derivadas parciais:

or o ) (21)

Vf(x) =

f( ) 8361’ ’ 8xn
Definicao 11 (Funcdo Convexa). Dada uma funcdo real duas vezes diferencidvel em U. Di-
remos que f(x) é convexa se sua forma Hessiana for definida positiva, isto é, se H - v? > 0

para todo x € U.

Como uma implicac3do direta da definicao de funcdo convexa temos que se uma funcao
convexa possui um ponto critico em z* ent&o esse ponto é um ponto de minimo global de f(x).
Esse fato sugere que as funcoes que sdao mais facilmente otimizadas sao as que s3ao convexas.
Equivalentemente, podemos definir funcdes concavas, exigindo que a forma Hessiana seja
definida negativa, isto é, H - v? > 0 para todo = no dominio de diferenciabilidade da func3o.

Uma implicacdo desses argumentos é o seguinte critério de otimalidade:

Teorema 12 (Critério de Otimalidade VI). Se a func3o objetivo for continua convexa nolU e
duas vezes diferencidvel no aberto U, ent3o existe um étimo global e esse pode ser encontrado
fazendo: min{f(x), f(x*)}, onde x* é ponto critico de f(x) e x € OU.
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Diferente das funcGes a uma variavel real essas opcoes nao chegam a esgotar as pos-
sibilidades de representacdo de fenémenos a partir de modelos matematicos. Pode ocorrer de
termos uma série de restricdes que devem ser satisfeitas pelos valores do dominio da funcao
objetivo em concomitancia as condi¢des implicadas pela funcdo f(z). Para essa estrutura, que
se apresenta como uma generalizacdo num sentido de representacido de problemas em que a
funcdo objetivo seja continua e ao menos duas vezes diferencidvel, temos o seguinte teorema

devido a Lagrange:

Teorema 13 (Multiplicadores de Lagrange). Seja f(x) uma funcdo duas vezes diferenciavel
em um aberto U do R"!. E seja M = ¢~'(c) uma hiperficie de R" + 1. Ent3o a fim de que
exista um 6timo para a restricdo f|M € suficiente e necessario que exista um ndmero real \
tal que:

Vf(z) = A Vo() (22)

O ndmero real \ é denominado de multiplicador de Lagrange.

Podemos considerar o préprio Teorema dos Multiplicadores de Lagrange como um
critério de otimalidade. Pois ele define um método que garante a existéncia de um 6timo para
a restricdo f|M que nada mais é do que a funcdo objetivo restrita a condi¢des de otimalidade.

E possivel encontrar outras descricdes e argumentos que ampliem o leque da compre-
ensao de como tratar da otimizacdo de modelos matematicos de forma matematica, assim
como uma exposicdo mais abrangente de todos os temas expostos nesse texto nos seguintes
livros: (HALMOS, 1978), (LANG, 1969), (LIMA, 1995), (LIMA, 1989), (LIMA, 2021), (LIMA,
1977) e (TAO, 2016).

2.2 As primeiras trés décadas da programacao

Na década de 1930 o mundo encontrava-se em um estado onde problemas de gerenciamento
se tornaram muito complexos, e tdo pouco estruturados, que modelos matematicos e o poder
computacional existente na época foram postos a prova. A partir dai o campo de pesquisa
responsavel por esses assuntos comecou a tomar forma e ganhar mais importancia. Dentre os
varios nomes dados a essa area de pesquisa, podemos encontrar: pesquisa operacional, analise
de sistemas, andlise de custo-beneficio e anélise de custo-efetividade. Durante essa década,
onde inciava-se a Segunda Guerra Mundial, problemas como a alocac3o de recursos limitados

entre atividades simultaneas sob certas restricGes eram comuns.

2.2.1 L. V. Kantorovich

Em 1939, problemas de otimizacdo de producdes com base nas reservas da inddstria (materiais,
trabalhadores e equipamentos) se tornaram essenciais no sustento do estado soviético. Segundo
Kantorovich (KANTOROVICH, 1960), existem duas formas de melhorar a eficiéncia de uma
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fabrica. A primeira é melhorando a tecnologia empregada nos meios de producao, e a outra é
melhorando a organizacdo do planejamento e da producdo.

Antes disso, Kantorovich havia percebido que uma grande quantidade de problemas,
de diversas areas, levavam a formulacao de problemas de extremos. Mas ele também notou
que esses problemas, embora similares a problemas da analise matematica, quando se tentava
resolver usando os mesmos processos matematicos, formalmente definidos, se tornavam inlteis,
pois era deveras custoso no aspecto computacional. Dentre um dos exemplos esta a resolucao
de milhares ou milhdes de sistemas de equacoes.

Ele foi capaz de reduzir varios dos problemas que encontrou em trés tipos. Partindo
do problema de alocacdo de tempo de uso de maquinas para a producado de partes que com-
poem um dado produto, foi formulado um problema genérico considerando um nimero n de
maquinas, e a producdo de m partes diferentes para confeccdo do produto. Usando a i-ésima
maquina para produzir apenas a k-ésima parte durante um dia inteiro de trabalho, seria pro-
duzido o, partes. O problema consiste em dividir o tempo de trabalhado de cada méquina
de forma que possa ser construido o maximo possivel de produtos.

Considerando h; ;, como a fra¢do do dia de trabalho que a maquina ¢ passou produzindo
a parte k, como sendo a varidvel que desejamos otimizar. Por motivos ébvios, ela deve ser
positiva. E também, por ndo podermos considerar que uma maquina esteja parada durante o

dia de trabalho, temos duas restricdes:

1. hix >0, parai=1,...m;
2. Z?ﬂ hix =1 parai=1,..,m;

Observando que a restricdo 2. significa que a soma das fracoes h; deve resultar em
1, visto que a unidade de tempo é o dia. Portanto, temos que a quantidade da k-ésima parte

produzida no dia é:
2= aiphig (23)
i=1

Para que se obtenha o maximo de produtos completos, é necessario que se tenha a
mesma quantidade de cada tipo de parte, do contrario foi perdido tempo produzindo partes
extras. Com isso temos o Problema A, cuja configuracao é dada pelas restricdes a seguir:

Encontrar h;, tal que as partes z;, sejam todas iguais, isto é zy,, = zy, para ki, ko €
{1,...,m}. Onde z;, é dado pela expressio (23) e adicionalmente h,; . satisfazendo as restric6es
descritas em (2).

Problemas como o uso racional de combustivel e distribuicao 6tima de terras araveis
também foram usados como exemplos de problemas que podem ser reduzidos a mesma forma
que o Problema A.

Caso tenhamos mais condicoes limitantes, temos um outro modelo esperado por Kan-
torovich. Considerando o mesmo problema de producao anteriormente definido, e agora com
limite maximo de energia gasta C' para todas as maquinas e, ¢; ; sendo o consumo de energia

da maquina 7 produzindo a parte k por um dia inteiro de trabalho, temos o Problema A com
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mais uma restricdo, chamado de Problema B. Onde essa nova restricdo é dada por:

i i cighip < C (24)

i=1 k=1

Podem existir varios significados sobre as quantidades em torno de C, como, por
exemplo, a quantidade de pessoas disponiveis para trabalho, consumo de agua ou qualquer
recurso necessario para a producdo. Da mesma forma podemos ter diversas restricoes como
esta, o que ainda é classificado como um problema tipo Problema B.

Ainda ha um terceiro modelo de problema, quando uma mesma maquina pode produzir
ao mesmo tempo mais de uma parte, e que ela pode ser configurada para operar de diferentes
métodos, com cada método resultando em nlmeros diferentes de partes. Considerando ; ;.; o
nimero de k-ésimas partes, produzidas na i-ésima maquina, utilizando a [-ésima configuracdo,
é preciso encontrar a fragcdo de horas do dia trabalhado h;; que uma maquina ¢ deverd passar
operando na configuragdo [. O niimero de k-ésimas partes é dado por 2z, = X, ;7vi kil S3o
aplicados as restricdes da mesma forma para o Problema A e o Problema B. Com isso temos

o Problema C:

max  zj (25a)
s.a 2 = %j, Vi,j <m (25b)
2, = Z%‘,k,lhi,la E=1,...m (25¢)

il
hig > 0, Vi, l (25d)

> hiu=1, Vi, l (25¢)
l

Para a resolucdo de tais problemas, Kantorovich desenvolveu um método simples. A
partir do Problema A, é certo que existe um conjunto de multiplicadores {1, Ag, ..., A}
com cada um correspondendo a uma parte produzida, que s3o capazes de levar a solucdo
do problema. A partir deles podemos observar cada maquina 7 e escolher os multiplicadores
que geram os maximos entre {1 1, Ao 2, ..., A }. Em seguida, os multiplicadores Ay
observados nas maquinas % que resultaram em maximos sao postos como h; ;. Feito isso, fica

muito mais facil determinar os outros valores para h; k.

2.2.2 G. B. Dantzig

Ainda na década de 40, mas desta vez nos Estados Unidos da América, os mesmos problemas
de alocacdo de recursos surgiam, uma vez dado o contexto de guerra. Dada necessidade
de coordenacdo entre os diversos problemas que demandavam atencdo, Dantzig (DANTZIG;
THAPA, 1997), ao mesmo tempo que Kantorovich, desenvolveu modelos e métodos para a

resolucao de problemas lineares.
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Para dar exemplos de uso, Dantzig elencou alguns problemas rotineiros para ele nas
décadas de 30-40. Dentre os problemas, podemos falar sobre uma empresa vendedora de mesas.
A empresa tem quatro modelos de mesas, onde cada mesa é construida em uma carpinteira
e depois mandada para o acabamento. O nimero de horas de trabalho e o nimero de horas
disponiveis para cada lugar s3o conhecidos. E certo a disponibilidade de matérias-primas e a
venda das mesas fabricadas. O objetivo da empresa é saber quantas mesas de cada modelo
ird encomendar de forma que maximize o lucro, e isso facilmente pode ser representado como
um problema linear.

Dentre as varias contribuicoes dadas por Dantzig, podemos destacar trés. A primeira
sendo a padronizacdo de um problema linear. Como ja visto, o problema de otimizacdo linear
consiste em otimizar uma expressao linear com n varidveis, mas considerando um conjunto de

m igualdades também lineares:

mxin cx1+ ...+ ey, 26a

26b

26¢
26d

S.a 1121 + ... + a1y S bl

(26a)

(26b)

a1 T1 + ... + a2, T, < by (26c¢)
Am1T1 + oo + QpnTy S bm ( )

Considerando em notacdo de matrizes e vetores:

T
min ¢z (27a)
sa Az =1b (27b)

x>0 (27¢)

A restricdo (27c) foi considerada parte da formulacdo padrdo uma vez que os problemas
consistiam em escolha de nimero de itens, o que limita a escolha a ser nula ou positiva, mas
sem muitas dificuldades podemos tornar um problema com varidveis negativas nesta forma.

Uma segunda contribuicdo foram instrucdes praticas de como modelar problemas linea-
res. Sdo consideradas duas abordagens para modelagem, por receita/atividade e por balanco de
materiais. A primeira abordagem considera uma colecdo de processos que sao tomados durante
a situacdo que se deseja otimizar. J& a segunda, uma colec3o de restricdes acerca de materiais
ou recursos que serao usados nos processos. Dantzig recomenda, se possivel, tomar as duas
abordagens, mesmo que gerem o mesmo modelo, uma vez que o ganho de conhecimento da
situacdo trazida por ambas abordagens é sempre de interesse.

A terceira contribuicdo, certamente uma das que lhe trouxe fama, foi o método simplex
para resolucdo de problemas lineares. O método opera sobre o problema na forma candnica,
que considera o sinal < ao invés de = em (131b). A transformacdo de um problema para o
outro é trivial, basta duplicar cada linha de A e b e cada linha duplicada é multiplicado por —1.

As restricoes definem um politopo, um exemplo de politopo de 3 dimensdes é um poliedro.



Capitulo 2. Revis3o Literaria 28

Uma caracteristica de um problema linear é que a solucao é um vértice do politopo.
Para ver isso basta considerar um poliedro e verificar que o ponto mais alto (ou mais baixo)
do poliedro é um vértice. Caso qualquer ponto em uma face do poliedro seja uma solucdo,
isso também faz com que qualquer vértice daquela face seja uma solucao.

O método simplex, de forma geral, faz operacGes em uma matriz gerada a partir do
problema até que se produza a solucao. Uma forma de visualizacao para essas operacdes é

considerar que cada operacdo move a solucdo atual de um vértice para um vértice vizinho.

2.3 Programacao nao linear - Um possivel inicio?

Ao mesmo tempo que se refinavam as técnicas de otimizacao de problemas lineares, o que
ocorreu alguns anos apés os estudos iniciais de Dantzig e Kantorovich, mais esforcos foram
dirigidos a outras areas da otimizacdo. Problemas de otimizacdo ndo linear ja vinham sendo
trabalhados ha algum tempo, principalmente problemas de otimizacdo ndo restrita. O método
de Newton, descrito em De analysi per aequationes numero terminorum infinitas, que é um mé-
todo capaz de encontrar raizes de funcdes diferenciaveis, tomou a lideranca dentre os métodos
de otimizacao usados para tais problemas, e encontrou um "rival”cerca de dois séculos depois,
o método do gradiente descendente, proposto por Cauchy (LEI\/IARECHAL, 2012) em 1847.
Nesse contexto, apds a fixacao de métodos para resolucdo de problemas lineares, foi iniciada
uma busca por métodos para problemas nao lineares usando essas novas ferramentas. Alguns
desses métodos servem como fundamentos para o SCP, outros explicam as circunstancias
histéricas do SCP.

2.3.1 J. E. Kelley Jr.

Em 1960, a otimizacao restrita de problemas de minimo encontrava pouco sucesso. No entanto,
um pequeno subconjunto desses problemas estava gerando técnicas muito Uteis, € um desses
subconjuntos era a minimizacdo de uma func3o convexa em um conjunto fechado e convexo,
que foi alvo de muito interesse na época. O motivo de tanto interesse era que, como a funcao
é convexa, todo ponto de minimo local é minimo global.

Ainda em 1960, J.E. Kelley (KELLEY, 1960), posto como responsavel pela dissemina-
cdo dos métodos de plano cortante desenvolve um método de otimizacdo capaz de resolver
problemas convexos a partir de suposicoes mais genéricas. O método proposto por Kelley é
iterativo e consiste na resolucao de problemas lineares.

Esse método faz parte do crescimento do estudo do problema de ajuste de curvas
de Chebyshev (KELLEY, 1959), (KELLEY, 1958). O problema do ajuste de curvas pode ser

resolvido minimizando a seguinte funcao:
rrgn o(a,z) = f(x) — 3,0,9i(x) (28)

Em resumo, o objetivo desse problema de minimizacdo é encontrar escalares para

um certo conjunto de funcdes, que quando combinadas aproximam a funcdo f. Dentre as
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aplicacdes, podemos citar casos onde a computacdo de todas as funcdes g; € menos custosa
que a computacao de f.

Outros pesquisadores, como Cheney e Goldstein (CHENEY; GOLDSTEIN, 1959) e
Phillip Wolfe (WOLFE, 1960), das condi¢cdes de Wolfe, chegaram independentemente a este
método, todos inspirados pelo trabalho de Remez.

Em 1934, Remez (REMEZ, 1934) desenvolveu um método de ajuste de curvas, que
constréi o polindmio com melhor aproximacdo para certas funcdes sob algumas condicdes. A
forma de resolucdo é dada pela resolucdo de problemas lineares, analise de erro, e atualizacao
do estado atual baseado em condicGes sobre o erro. Esses passos se tornaram base para toda a
familia de otimizadores pelo fato de gerar informacdes sobre direcdoes do 6timo baseado numa

analise inteligente do comportamento da funcao.

2.3.2 R. E. Griffith, R. A. Stewart

Em 1961, R. E. Griffith e R. A. Stewart (GRIFFITH; STEWART, 1961) foram responsaveis
por uma publicacdo de carater pratico. Desenvolveram uma técnica de otimizacdo ndo linear
para sistemas de processamento continuo. Um método responsavel por otimizar um problema
da companhia de petréleo Shell. Trabalhando de forma similar ao proposto por J.E. Kelley,
usando resolucdes de subproblemas lineares, o processo consiste em resolver os subproblemas
lineares de forma que a solucao deles venham a convergir para a solucdo do problema principal.

O método aceita problemas formulados respeitando um certo conjunto de regras, mas
na pratica nem sempre é necessario que sigam todas as funcdes visto que a solucdo dada é boa
o suficiente. E dito que as melhores formulacSes para o problema necessitam de que as variaveis
sejam separadas em lineares e n3o lineares; que as restrices envolvam tanto variaveis lineares
e n3o lineares; que todas as funcdes sejam continuas e, preferencialmente, bem comportadas.
Um dos pontos positivos é que a escolha do ponto inicial para dar inicio ao algoritmo iterativo
ndo afeta tanto o resultado final.

A forma como a convergéncia das solucoes dos subproblemas lineares resolvidos é
mostrada é bastante ingénua. O método sendo iterativo precisa de um ponto inicial, e tal
ponto inicial é o ponto dado como solucao do subproblema linear resolvido anteriormente. E
como a regido onde esse subproblema é resolvido respeita as restricoes do problema principal,
entdo a sequéncia de pontos gerados converge para a solucdo 6tima dentro de poligonos

gerados pela linearizacao das restricdes, sendo a solucao uma aresta desse poligono.

2.3.3 S. P. Han

Em 1977, S. P. Han (HAN, 1977) publicou um artigo no qual demonstrava um método que
mudaria os rumos do estudo de otimizacao na época. Os métodos newtonianos que vinham
sendo desenvolvidos eram de convergéncia a um 6timo local apenas, até que S.P. Han mostrou
um formato que a convergéncia se tornaria a um 6timo global. Esse formato tem como objetivo

resolver uma forma quadratica do problema original, encontrando uma direcao de descida, e,
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ao invés de analisar a otimizacao da funcao original, analisa-se uma funcdo de mérito que leva
em consideracdo propriedades locais da funcdo, tornando o método capaz de convergir para
um o6timo global, e mais, de forma superlinear.

Apbés a publicacdo desse artigo, uma grande quantidade de publicacdes foram feitas
usando como base as técnicas de otimizacdo sequencial quadratica (SQP), e até hoje, uma

grande parte dos otimizadores usam de alguma forma tais técnicas.

2.3.4 Richard H. Byrd, et al.

Mesmo o SQP sendo uma das abordagens mais bem sucedidas para otimizacdo em larga escala,
como problemas com centenas de varidveis e restricoes, existe um defeito, justamente neste
caso, a abordagem se torna computacionalmente ineficiente. Por isso, Bryd, Gould, Nocedal
e Waltz (BYRD et al., 2003), desenvolveram um novo método onde o problema quadratico
ndo precisa ser resolvido completamente, em que a resolucdo de um problema linear limite
0 que precisa ser avaliado pelo problema quadratico, reduzindo assim o custo computacional
da etapa mais pesada do método, a resolucdo de problemas quadraticos. O que os métodos
anteriores vinham fazendo era avaliar as funcdes de restricio ao mesmo tempo que se fazia
a computacao da atualizacdo do ponto da sequéncia naquele momento. A mudanca que este
método fez foi separar cada etapa da resolucao e buscar uma melhor forma de resolver cada
passo. O primeiro passo, feito por uma resolucdo de um problema linear reduz o conjunto de
restricoes e define uma direcao de minimizacao. Feito isso é computado um modelo quadratico
minimizando uma funcao de mérito que faz uso da direcao dada pela resolucao do problema
linear. Por fim, o problema quadratico é resolvido usando o conjunto de restricoes determinada

na primeira etapa.

2.4 Os pilares arquitetonicos do SCP

O algoritimo SCP (STILL; WESTERLUND, 2010) apresentado é a extensdo de um trabalho
sobre as mesmas bases. Anteriormente, os autores haviam desenvolvido um método capaz de
resolver apenas problemas convexos com restricoes de desigualdades nao lineares.

Assim como o algoritmo antes desse, o objetivo do Sequential Cutting Plane (SCP) é
melhorar a performance da resolucao de problemas onde todas as funcdes sdo computacional-
mente baratas de calcular, ja que n3o se busca minimizar a quantidade de funcées computadas
durante o processo. Portanto, se a computacdo de alguma funcdo dentro do problema for com-
putacionalmente custosa, entdo outro algoritmo deve fazer esse trabalho melhor.

Os autores pedem que o SCP, acrénimo para Sequential Cutting Plane, n3o seja con-
fundido, com outro SCP, que seria Sequential Convex Programming. No Sequential Convex
Programming, o problema é resolvido por meio de uma sequéncia de resolucoes de subproble-
mas convexos nao lineares separaveis. Ja no Sequential Cutting Plane, é usada uma sequéncia

de resolucdes de subproblemas lineares.
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2.4.1 Ferramentas usadas pelo SCP

O SCP (STILL; WESTERLUND, 2010) pode ser usado para resolver problemas n3o lineares,
com restricoes tanto de igualdade, quanto de desigualdade, o que, por exemplo, o LANCELOT
(2.4.2.1) n3o pode resolver, ja que requer que as restricdes de desigualdade sejam convertidas
em igualdades. Outro ponto importante é a convergéncia global a um 6timo KKT (2.4.1.1),

mesmo em problemas ndo convexos, desde que sejam continuamente diferenciaveis.

2.4.1.1 Condicdes de Karush-Kuhn-Tucker

As condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) sdo um conjunto de condi¢cGes necessarias para
que uma solucao seja considerada um étimo local para um dado problema. Esse conjunto de
condices sdo usadas como peca fundamental para a construcdo de diversos métodos mais
recentes.

Achava-se que as condicoes KKT foram propostas apenas em 1951 por Harold W.
Kuhn e Albert W. Tucker (KUHN; TUCKER, 1951), mas mais tarde descobriu-se que ja
foram apresentadas em 1939 por William Karush (KARUSH, 1939), em sua tese de mestrado.

Um ponto KKT é aquele que passa por todas as condicbes de KKT, com testes de

primeira e segunda ordem. E usada a forma Lagrangiana do seguinte problema:

min J(2) (299
s.a  hi(x)=0, i=1,...,m; (29b)
gj(x) <0, j=1,..m (29¢)

Onde a Lagrangiana é dada por:

L(w, 1, ) = f(x) + A g(a) + p" h(z) (30)

As condicbes de primeira ordem para um x* ser solucdo sdo as seguintes:
1. Estacionario:
A derivada de primeira ordem (ou gradiente) deve ser nula, o que caracteriza um ponto
extremo da funcdo. Mas também deve ser levada em consideracdo informacdes de pri-

meira ordem das restricoes, quando ndo cumpridas.

Vf(x®)+ Z \iVg,(z*) + Z wiVhi(z*) = I (31)

2. Viabilidade primaria:

Simplesmente considera que as restricdes sdo satisfeitas.

(32)
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3. Negligéncia complementar:
Quando buscado um étimo para a Lagrangiana, queremos desconsiderar o maximo pos-
sivel das restricGes a fim de otimizar a funcdo. Entdo, em um ponto étimo, anulamos
as restricGes e otimizamos apenas f. Como a solucdo é um ponto viavel h;(x) é nulo,

entdo n3o é necessario se preocupar nesta condicao.

Nigi(x) =0, j=1,..1; (33)
4. Dupla Viabilidade:
Esta condi¢cdo garante a existéncia da solugdo do problema dual (2.6).

A >0, j=1,..7 (34)

2.4.1.2 Qualificacdoes de Mangasarian e Fromovitz

As qualificacGes de restricbes de Mangasarian e Fromovitz sdo um trabalho em cima de um
conjunto de qualificacdes "rival”"das de Karush-Kuhn-Tucker, as qualificacdes de Fritz John.
As qualificacGes de restricdes de Fritz John, (JOHN, 2014) originalmente foram cons-
truidas pensando apenas nas restricoes de desigualdades. Existindo restricoes de igualdades,
elas devem ser convertidas em restricoes de desigualdades, mas isso acaba tornando as qua-
lificacdes indteis, uma vez que qualquer ponto vidvel como solucdo satisfaz as restricGes.

Considerando o seguinte problema:

rr}vin f(x) (35a)
s.a  gi(z) <0, ieM:={1,2,...,m} (35b)
hj(z) =0, jeK:={1,2,..,k}. (35¢)

Considerando o conjunto K vazio, as condicoes de otimalidade de Fritz John s3o as
seguintes:

Se % é solucdo do problema, ent3o existe um vetor u = (ug, Uy,..., U,y) € R™T de
v p ' 0y W1ly-ery UWm

forma que:
uV f(z) + Xm: u;Vgi(z) = 0; (36)
i=1
Em: w;Vgi(x) = 0; (37)
1;1> 0,i=0,...,m. (38)

No entanto, o conjunto de restricdes de igualdade nem sempre é vazio. A saida mais
facil seria substituir cada restricdo de igualdade por duas de desigualdade, mas isso torna-
ria as condicoes de otimalidade possiveis para qualquer valor vidvel. Entao usar como uma

qualificacdo de restricdo pode n3o ser a melhor opcao.



Capitulo 2. Revis3o Literaria 33

Mesmo existindo outras condicdes de otimalidade e qualificacSes paras restricoes, nor-
malmente as restrices de desigualdades e igualdades eram analisadas separadamente. Com
isso, Mangasarian e Fromovitz (MANGASARIAN; FROMOVITZ, 1967) melhoraram as condi-
¢Oes de Fritz John para a andlise conjunta das restrices. Tomando como componente principal
o Teorema da Transposicdo de Motzkin (NEMIROVSKI; ROOS, 2001), generalizaram as con-
dicdes para o seguinte:

Seja 7 solucdao do problema, e por isso, cumpre todas as restricGes, entdo podemos

dizer que T pertence a um conjunto solucdo.

zeS:={x|gx)<0,ie M, hj(z)=0, j € K} (39)

Para que as condi¢cGes sejam satisfeitas, Vh;(Z),j € K sdo linearmente dependentes

entre si, ou o sistema

O(zr)—0(z) <0, €S,
gi(x) <0, 1€ M; (40)
hi(z) =0, j€ K.

ndo tem solucao para x € R".
A partir dafi, construiram também qualificacGes para as restricGes, em que Vh;(Z),j €

K s3o linearmente independentes e existe um vetor ¢ tal que:

y'Vagi(z) <0,i€ M :={ili € M,g(z) =0} # 2 (41)

yVhi(z)=0,j € K (42)

onde ' é ¢ transposta. Caso M seja vazio, basta que os gradientes das restricdes de igualdade

sejam linearmente independentes.

2.4.2 Sobre a escolha do uso de problemas lineares

Como mostrado em um dos métodos anteriores em 2.3, a resolucdo de subproblemas lineares
podem ser usadas tanto isoladamente, quanto em conjunto com a resolucdo de subproble-
mas quadraticos para resolver problemas de otimizacdo ndo linear. Os métodos que usam os
subproblemas quadraticos ganharam mais atencdo, principalmente, depois que foi mostrada a
convergéncia a um 6timo global em 1977 (HAN, 1977), e com o tempo, as técnicas que usam
resolucdo de subproblemas lineares comecaram a ser esquecidas. Nesse contexto, os autores,
C. Still e T. Westerlund desejam mostrar que o método montado por eles é capaz de resolver
problemas n3o lineares eficientemente apenas usando técnicas lineares.

Segundo seus experimentos, mostraram que o seu método é capaz de resolver problemas

em um dado conjunto de problema tao eficientemente quanto outros métodos amplamente
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utilizados, métodos estes que usam resolucdo de subproblemas quadraticos. Os resolvedores
que usaram foi o LANCELOT (CONN; GOULD; TOINT, 1991) e o DONLP2 (SPELLUCCI,
1999). A escolha desses resolvedores pelos autores se deu por terem conceitos diferentes,
mas ainda assim comparaveis ao conceito do SCP. O conjunto de problemas que todos os
3 resolveram foram os testes de Hock e Schittkowski (HOCK; SCHITTKOWSKI, 1981), e
também os teste de Schittkowski (SCHITTKOWSKI, 1987).

Os dois conjuntos de testes usados podem ser considerados classicos uma vez que sio
usados em diversas areas da otimizacao e em artigos e livros relevantes. Dentre os exemplos
de aplicacdo podemos citar testes em algoritmos genéticos (DEB, 2000; JOINES; HOUCK,
1994), ambientes de teste (BONGARTZ et al., 1995) e meta-heuristicas (GANDOMI et al.,
2012).

2.4.2.1 LANCELOT

O LANCELOT (CONN; GOULD; TOINT, 1991) é na verdade um conjunto de técnicas com-
piladas em um Unico pacote da linguagem Fortran. Dentre as técnicas utilizadas, a técnica
escolhida para fazer o comparativo com o SCP foi um método capaz de convergir para um
6timo global fazendo o uso da funcdo Lagrangiana melhorada, assumindo restricGes genéricas

em um espaco simples. O problema que esse método se propdem a resolver é dado como:

n%cin f(z) (43a)
sa  ¢(r)=0, ie{l,...,m} (43b)
[<z<u (43c)

E necessario que todas as funcbes sejam diferenciaveis, e que suas derivadas também
sejam, ou entdo, sejam duas vezes continuamente diferencidveis. Considera-se também que
as restricGes de desigualdades foram convertidas em restricGes de igualdades. O ponto chave

desse método é minimizar a funcdo Lagrangiana melhorada:

As duas primeiras parcelas sao da funcdo Lagrangiana original. A Gltima parcela é um
termo de penalidade. O p define o peso dessa penalidade, a matriz S é diagonal e todas as
entradas positivas (o que a torna definida positiva e simétrica), onde cada entrada da diagonal
principal escala o quadrado da restricao correspondente. Portanto, a Lagrangiana melhorada
considera como penalidade o quadrado das restricGes escalados de acordo com a necessidade.

Fazendo o uso dos avancos em otimizacao desenvolvidos na época, criaram esse método
a partir de outros estudos feitos anteriormente, mas agora com o suporte da Lagrangiana
melhorada.

A Lagrangiana melhorada foi proposta de forma independente por (HESTENES, 1969)

e (POWELL, 1969). O interesse nela foi sendo perdido a medida que os métodos de otimizacdo
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sucessiva quadratica (SQP) foi se tornando popular. Alguns autores ousaram e usaram o SQP
juntamente com a Lagrangiana melhorada, como em (SCHITTKOWSKI, 1982) e em (GILL et
al., 1986). Esses métodos n3o sdo "puros”, mas acabam fazendo uso da Lagrangiana melhorada
apenas para obter algumas informacdes.

Uma grande desvantagem dos métodos SQP para problemas de grande proporcao é
o custo computacional envolvido na resolucdo de um problema quadratico no final de cada
iteracdo, da mesma forma que o método de Newton é custoso para problemas de grande
proporcao irrestrito. Essa foi uma das motivacdes para o desenvolvimento do LANCELOT.

Foram apresentados por Schittkowski (SCHITTKOWSKI, 1982) resultados de um es-
tudo comparativo sobre métodos nao lineares. A conclusdo chegada por ele é que, mesmo com
os problemas ja apresentados, os métodos SQP pertencem a classe métodos mais eficientes e
eficazes que se tinham acesso na época. Um dos primeiros resultados apresentados por Schitt-
kowski é a substituicio de uma funcdo de penalidade posta por Han e Powell pela funcio
Lagrangiana melhorada para fazer a busca em linha. Outro resultado de seus estudos mostra-
dos foi a substituicdo de subproblemas quadraticos por subproblemas de quadrados minimos,
que sao menos custosos de computar.

O foco do trabalho de Gill (GILL et al., 1986) consiste na anélise do uso da Lagran-
giana melhorada como uma funcido de mérito para um método SQP, seguindo a sugestdo de
Schittkowski. Com isso foi possivel provar que a convergéncia se da para um 6timo global e

que ¢ do tipo superlinear.

2.4.2.2 DONLP2

O DONLP2 é a implementacdo de uma variante de um método SQP capaz de resolver pro-

blemas abrangentes, da seguinte forma:

mxin f(x) (45a)
s.a  h(x)=0 (45b)
g(x) =0 (45¢)

Onde todas as funcdes sao pelo menos duas vezes continuamente diferenciaveis, assim
como no LANCELOT. A funcdo de mérito determinada por esse método especifica o tama-
nho do passo a ser tomado, e esta funcdo é uma funcdo de penalidade exata, a [; (HAN;
MANGASARIAN, 1979), usada nos estudos anteriormente citados de Schittkowski, no qual

ele substitui a [; pela Lagrangiana melhorada.

2.5 Método do gradiente conjugado

Dentre os métodos mais simples podemos citar o método do gradiente descendente ou o préprio

método de Newton, mas que possuem seus problemas, e por isso, a necessidade de métodos
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um pouco mais elaborados, mas ainda assim ndo tao distantes da simplicidade empregadas
nos outros ja citados.
O método do gradiente conjugado se enquadra nessa configuracdo. Embora um pouco
dificil de construir o método, o seu uso ndo é t3o mais dificil que o do gradiente descendente.
Deve-se inciar compreendendo o que é e os problemas do gradiente descendente afim

para que se possa considerar as resolucoes trazidas pelo método do gradiente conjugado.

2.5.1 Método do gradiente descendente

O método do gradiente descendente é um dos métodos iterativos mais simples que podemos
encontrar. Ele consiste em mover o ponto da iteracdo atual de acordo com a direcdo de
declive mais acentuada, ou seja, a direcdo do gradiente negativo. Considerando que queremos
minimizar uma funcdo f : R™ — R™, o passo de atualizacdo de um ponto =, € R" é dada

por:

T = T — iV f(zy) (46)

o nada mais é que um escalar que controla o tamanho da atualizacao do ponto atual x; na
direcdo de descida. Existem vérias possibilidades para o, podemos escolher um valor constante,
ou fazer uma estimativa de um bom valor, ou ainda minimizar também esse valor afim de obter

o tamanho 6timo do passo:
min - f(z, — V() (47)

O gradiente descendente, por mais simples e pratico que seja, tem seu preco. Se pa-
rarmos para observar seu comportamento, percebemos um esforco gasto a toa. Analisando
o movimento do ponto atualizado vemos um "zig-zag", isso quer dizer que a cada iteracao,
estamos desfazendo um pouco do progresso feito em uma iteracao anterior. Além disso, o
gradiente negativo ndo aponta numa direcdo para o minimo, mas sim nos dd uma direcao
de minimizacdo imediata em relacdo ao ponto atual. Se considerarmos minimizar uma funcao
quadratica convexa com secdes elipticas com alta excentricidade usando o gradiente descen-
dente, depois de muitas iteracoes teremos feito muito pouco progresso, visto que o gradiente
negativo vai apenas "rebater”o ponto entre os limites da elipse que sdao mais "estreitos”.

Uma forma de resolver ambos os problemas, é, no lugar de considerar a direcao ape-
nas o gradiente negativo, fazendo com que o gradiente seja ajustado a cada iteracao para
ser ortogonal as direcOes previamente encontradas, o que impede a perda de progresso pelo
comportamento de "zig-zag". Por serem ortogonais, eles formam um span (base) no R" pos-
sibilitando que a solucdo seja escrita como uma combinacado linear desse span, permitindo a

cada iteracdo o progresso em apenas uma direcdo.
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2.5.2 Construindo o método do gradiente conjugado

Uma das motivacdes do método do gradiente conjugado (BONNANS et al., 2006) (POLYAK,
1987) é resolver um sistema linear de n equac¢des na forma Az = b. Os métodos convencionais
para esse tipo de problema falham no sentido de que, para um n muito grande, é inviavel ter
memodria para ser guardada uma segunda matriz de mesmo tamanho, que, caso esparsa, gera
um gasto de meméria grande demais para pouca informacao.

Considerando A uma matriz simétrica e definida positiva, podemos definir um produto

interno com respeito a ela:

(u,vy4 = (u, Av) = (Au,v) (48)
Onde dizemos que os vetores u e v sdo conjugados em respeito a A (ou A-ortogonais)
se:

<U, U)A =0 (49)
A partir dai podemos escolher um conjunto de n vetores que formam um span do R™:
U .= {dl,dg,...,dn} (50)
(di,dj)a = 0;i#j (51)
Podemos escrever qualquer vetor v € R™ como uma combinacao linear dos vetores que

formar U:

v = z”: a;d; (52)
i=1

Ou seja, podemos escrever a solucdo de Ax = b dessa forma. Chamemos a solucio de

x*. Temos entao:

=1

Multiplicando A pela esquerda nos dois lados e depois multiplicando por algum d:

Az* = 0 Ad; = dpAx” =) | iy, Ad; (54)
=1 i=1

Substituindo Ax* por um vetor b e explicitando o produto interno no lado direito:

(i, b) = idpAd; = (dy,b) = Y ai(didi)a (55)
=1

i=1

Considerando (51), apenas a parcela (dj, dy) ndo é nula, e rearranjando para ay:
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(5, D) = cplde, di) 4 = % — o (56)

Logo, para calcular a solucdo diretamente, basta encontrar o conjunto U.
Antes de podermos encontrar o tal conjunto, primeiro vamos observar uma outra forma
de interpretar o problema. Ent3o, podemos escrever um problema do tipo Az = b como um

problema de otimizacdo de uma funcdo quadratica convexa:

. 1
Como a funcao é quadratica e convexa, sabemos que possui apenas um Unico ponto
de extremo x* e que € o minimo. A partir dessas informacdes podemos definir as seguintes

expressoes:

Vi)=0 (58)
Para termos V f(z), podemos simplificar o processo de derivacdo de f(x) ao imaginar

que (z,7)4 é de alguma forma equivalente a 22, e (x,b) ao produto de uma constante e a

variavel real. Portanto:

Vf(x)=Ax —b (59)

E da mesma forma:

Vif(z)=A (60)

Com isso podemos usar o mesmo método para encontrar solucdes para Ax = b para
minimizar funcdes cuja matriz hessiana (V2 f()), que chamaremos sempre de A, seja definida
positiva.

Podemos gerar o conjunto U a partir dos gradientes, ajustando-os para que sejam
mutualmente conjugados. Escolhendo dessa forma, pode n3o ser necesséario ter-se todos os
vetores que formam U, ja que como a combinacao linear de alguns poucos gradientes encon-
trados durante as iteracdes do gradiente descendente nos dao boas aproximacdes da solucao,
é esperado que esses vetores de descida corrigidos deem ainda uma melhor solucao.

Comecemos fazendo com que dy = —V f(x1) = —g1, ja que isso pode nos por na dire-
cao correta do minimo. O algoritmo, sendo iterativo, tem uma forma semelhante ao gradiente

descendente, mudando apenas a atualizac3o:

L1 = Tk + Oékdk (61)

Onde dy € U e a4 é o tamanho do passo, que pode ser exato minimizando f na
direcao dy.

Como queremos direcdes conjugadas, que por sua vez sdo geradas a partir dos gradi-
entes, entdo o gradiente no préximo ponto ja pode ser conjugado em relacdo a direcao atual.

Considerando (61), podemos dizer que:
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Vf(@k41) = grr1 = g + arAdy, (62)

Com isso, queremos que:

(Gr+1,di) = 0= (gr + . Ady, di) =0 (63)

Considerando as propriedades inerentes a um produto interno:

<gk, dk> + ak(Adk, dk> = 0 = ak(Adk, dk> = —<gk, dk> (64)

Por fim, resolvendo para «; e mudando a notacao:

{9k dk) gk, di)
T T Adp dyy M T T dy diya (65)

O que nos falta agora é a atualizacdo de di. Como dito anteriormente, queremos
construir essas direcOes a partir do gradiente negativo corrigido para que seja A-ortogonal em

relacdo as direcGes ja encontradas.

dipt1 = —Grt1 + Brdy, (66)

Portando, (i deve ser escolhido de forma que (dj.1,dx)a = O:

(—gk+1 + Bredi, di)a = 0= (—grs1, di) 4 + Bildi, di)a =0 (67)

Rearranjando e resolvendo para (3;:

(—Gkt1,di) A
<dk7 dk>A

Ja temos o algoritmo pronto, mas ainda é custoso. Com mais um pouco de trabalho,

Br(di, diya = —(—Gr41, dk)a = B = — (68)

podemos remover duas multiplicacées por A de S:

<_gk+17 Adk>
= 69
i (d, Ady) (69)
Queremos substituir Ady, por algo mais simples, para isso podemos usar (62):
Jk+1 — Gk
Je1 = gk + xAdy = gry1 — gp = i Ady = Ady = ——— (70)

73
Como [} é definido por uma razdo, podemos trabalhar o numerador e o denominador

separadamente. Entdo comecemos trabalhando apenas o numerador de [3:

(= Gry1, Ady) (71)

Substituindo Ady, pela definicdo em (70), e extraindo os coeficientes:
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— 1
(=41, ‘C]’“Lk% (72)

= ——(Gk+1, Gk+1 — Gk)
673

E pela linearidade do produto interno:

1
_a_k(<gk+17 Gkr1) + (—Grt1, —Gk)) (73)
Sabemos, porque construimos assim, que (gx.1, gx) = 0. Por fim, temos que o nume-

rador de (3, é dado por:

1
——(Gr+1, Grt1) (74)
(073

Agora trabalhando o denominador de [3;:

(dy., Ady) (75)

Novamente, usando (70), e extraindo o coeficiente:

— 1
(d, gk%kglw = a_k<dk7gk+1 — gk) (76)

Pela linearidade do produto interno e usando (63):

1 1
—((dk, gr+1) + (di, —gk)) = —(d, —gx)
Qo Qg

Considerando (66) para substituir dy:

1
— =gk + Br—1dk—1, —gr) (77)
v

Aplicando a linearidade e extraindo coeficientes:

L g —g) + (Brrdir, —ai)) = aik«—gk, )~ Ber({drg)))  (78)

73

Por fim, considerando (63), temos o denominador dado por:

1

Q—k<—9k, _gk> (79)

Finalmente, podemos reescrever (. Considerando (69), (74) e (79), e substituindo:

(—Gr+1, Ady,) — (Gt 1s Gr1)
p=—""F"= = —7 (80)
(dx, Ady) aLk<—9k:, —0k)
Isolando e resolvendo o coeficiente:

—ar (gkr1, Gen1) (Grt15 Grr1)

an k+15 9k+1 k+15 Jk+1
- ' = b= —(=1)7——~ 81
& alk (— 9k —gn) P (=1) (— 9k, —9k) (81)
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Por fim, temos a Gltima peca para a definicdo do algoritmo do gradiente conjugado:

(Gr+1> Gr+1)
B = ————+ 82
<—9k, —9k> ( )
Em resumo, iniciando com x; sendo uma estimativa do 6timo e a direcao inicial sendo

dy = =V f(x1) = —g1, temos que o algoritmo é:
Tyl = Tk + akdk (83)
<gk7 dk>

ap = ———— 84
4= e di)a (84)
di+1 = —Grt1 + Brdy, (85)
By = (Grr1, Gi1) (86)

<—9k, —9k>

Podemos ver que o método nao é complexo de ser usado, nem t3o custoso computa-
cionalmente em casos simples. Em problemas de maior dimens3o, funcdes custosas ou ainda
problemas dificeis que ndo sejam quadraticos, o método pode ndo ser o recomendado pelo

fato de considerar varias avaliacdes da funcdo para uma dnica iteracdo.

2.6 Problemas lineares duais

Qualquer problema linear possui um outro problema atrelado a ele, o problema dual (FIS-
CHETTI, 2019). Considerando a ideia de que queremos minimizar uma quantidade na reta
real e, por simplicidade, assumimos que este minimo existe. Podemos dizer entao que este valor
minimo também é um valor maximo para todas as quantidades menores que aquele minimo.
Com isso, se tivermos a capacidade de gerar um problema de maximizacdo onde o maximo
desse problema seja o0 minimo do que queremos minimizar inicialmente, e se o que for impor-
tante de fato seja o valor, estamos feitos. A efeito de exemplo, podemos usar um exemplo
classico de um fazendeiro e o comprador de seus produtos, onde o primeiro quer maximizar
seus lucros, e o segundo quer minimizar seus custos. E certo que ambas as partes querem
fechar um acordo, e, para isso, o minimo do comprador deve ser o maximo do fazendeiro.

Considerando o seguinte problema linear de minimizac3o, que chamaremos de problema

primal:
mxin cr (87a)
sa xzeR" (87b)
rePi={Ar=ba>0) (87¢)
beR™ (87d)
A e R™" (87e)
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Podemos escrever o problema de achar um maximo de outro problema, que chamaremos

de dual, como:

min{c"z | x € P} = max{c | "z > ¢y Vx € P} (88)
T €0

Com isso, ja podemos perceber alguns fatos sobre ambos os problemas. Se conside-
rarmos que o problema primal é irrestrito, ou seja, se min{ch | z € P} = —o0, entdo ndo
seremos capazes de encontrar um ¢, que satisfaca. Portanxto, se o problema primal for irrestrito,
entdo o problema dual é inalcancéavel. O caminho oposto também é verdade, se considerarmos
o problema dual irrestrito, entao ¢y = oo, logo ndo existe um minimo para o problema primal.

Como queremos encontrar ¢, de forma que ¢’z > ¢y, a partir dos sistemas de equa-
cdes formados pelas restricdes podemos construir expressdes limitantes para ¢’ z. Novamente,
considerando o mesmo problema (87), podemos multiplicar todo o sistema de equacdes por

escalares u € R™:

u' Ar = u"b (89)

Com essa nova expressdo, podemos modificar algumas caracteristicas sem a tornar

invalida. Podemos substituir = por >.

ut Ar > u”b (90)

Feito isso, podemos reduzir o valor de u’'b o quanto quisermos, ou seja, sempre existe
um ¢o < u’b. Como z > 6> podemos aumentar os valores dos coeficientes de x, fazendo
com que o valor aumente apenas na esquerda, mas a expressao continue valida.

Sabendo que u” A s3o coeficientes para x, podemos limita-los superiormente pelos
coeficientes do problema original: ¢ > uT A. Por fim, temos as seguintes trés expressoes,

todas validas:

u' Az = u"b (91)
e >ul Az (92)
ulh > ¢ (93)
Que quando combinadas:
e >ulAr = u'b > ¢ (94)

Com isso podemos montar um outro problema, encontrar o valor maximo de u de
forma que u’'b nos sirva como o limite inferior ¢, que buscamos, mas para isso temos que

' >l A.
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mgx{uTb | u e {c" >u"A}} (95)

Assim temos nosso problema dual, que satisfaz a condicdo que o minimo do primal é
o maximo do dual pois, por construcdo, no momento em que multiplicamos o sistema Az = b

por ul', vemos que existem solucdes para u? A = c¢!'. Portanto podemos dizer que:

dr=u"Ar = Tz =u"b> ¢ (96)

Mas como estamos considerando u”'b = cy:

dr=u"b=cy=c'r=c (97)

Ent3o mostramos que:

min{c’z | x € P} = max{c | ¢’z > ¢y Vo € P} = max{u’b | u € {c" > u"A}} (98)
T co u

Que é o mesmo que dizer que:

min = max = max = co = u’ b (99)
T co u

Ent3o temos mostrado que a solucdo do problema primal e dual s3o iguais (para o caso
linear). Esse fato se torna (til verificacdo a resolucdo dos problemas em aplicacdes praticas.
Outra utilidade é que como a solucdo do problema dual relaciona todas as restrices a solucdo
do problema primal, isso nos diz algo sobre os multiplicadores de Lagrange, em alguns casos

sao usados como estimativas dos multiplicadores.

2.7 Calculos numéricos da Hessiana

O calculo das informacdes de segunda ordem de uma funcdo, a matriz Hessiana, faz parte do
conjunto de problemas computacionais encontrados durante o processo de otimizacdo. Diversos
métodos sao formulados com a necessidade do uso da Hessiana.

O método de Newton, assim como toda a familia de métodos usados como alternativas
a ele, denominados de métodos Quasi-Newton, utilizam a matriz Hessiana durante seu processo
de otimizacdao de forma conjunta ou ndo com o gradiente da funcao. Como a familia de
métodos newtonianos é extensa e aplicada em diversas areas, diversos métodos para o calculo
da Hessiana foram desenvolvidos pensado na eficiéncia de sua aplicacdo. Dentre os diversos
métodos, alguns se tornaram famosos e amplamente utilizados, como o BFGS e o DFP, e
outros mais especificos como métodos adjuntos, métodos complexos e o método hiper-dual.

E necessario ter o conhecimento que nem todos os métodos de otimizacdo, que usam
a Hessiana de alguma forma, requerem a computacio exata da Hessiana, entdo existe uma
divisdo entre métodos de computacdo exata da Hessiana, e métodos que computam apenas

aproximacoes da Hessiana.
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2.7.1 Diferenca finita

Os métodos que usam diferenca finita podem ser vistos como traducdes das definicGes mate-
maticas das derivadas. No entanto, quando esses métodos sao implementados praticamente,
problemas com a precisdo dos niimeros obtidos se tornam um problema, assim como o custo
de avaliar diversas vezes a funcdo objetivo (CAPLAN, 2011).

Existem duas formas normalmente apresentadas para o uso da diferenca finita, a dife-
renca progressiva e a diferenca central. Que para o calculo de derivadas de primeira ordem,

temos:

Af _ fla+he;) — f(x)

Of _ flx+he) — f(z — he;)

onde ¢, é a k-ésima base candnica do R", (100) é o célculo da derivada por diferenca progres-

(100)

(101)

siva e (101) por diferenca central.

E preferivel escolher a diferenca central principalmente por causa da impossibilidade de
calculo causada pela incapacidade de operar com um valor de A infinitesimalmente pequeno, ja
quando se calcula a derivada considerando a diferenca f(x+he;)— f(z), acabamos calculando a
derivada em um ponto um pouco mais a frente do que o desejado, gerando um erro significativo.
Ja usando a diferenca central, contorna-se isso equilibrando a posicdao onde a derivada sera
calculada pela mesma proporcao.

Mas ainda é necessario tomar um certo cuidado no uso da diferenca central no que
se diz respeito a escolha de h. Como estamos tomando uma diferenca maior entre os valores
observados, devemos compensar esse aumento na diferenca escolhendo um valor menor para
h do que escolheriamos se usdssemos a diferenca progressiva.

O célculo da derivada de segunda ordem também é possivel por esses mesmos métodos.
Para o uso da diferenca progressiva, (DENNIS; SCHNABEL, 1996) mostram e provam a
seguinte expressao:

8!Eia$j h?

Percebemos logo seu custo de 4 avaliacdes da funcdo por entrada da matriz Hessiana,

o que pode se tornar um problema considerando um problema de alta dimensionalidade ou
funcoes dificeis de se avaliar, mesmo sabendo que a matriz Hessiana é simétrica, ou seja, basta
computar apenas um triangulo da matriz.

Ja para o uso da diferenca central, descrita em (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972),

temos a seguinte expressao:

9% f _ f(x+ he; + hej) — f(x + he; — hej) — f(x — he; + hej) + f(x — he; — hey) (103)
837181‘7 N 4h2
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Da mesma forma, temos 4 avaliacoes da funcdo, porém com mais operacdes sobre o
valor de entrada, e considerando o mesmo problema de ter que escolher um valor menor para
h. E também o uso da diferenca central tem uma precisdo melhor que a diferenca progressiva.

Como se pode perceber, o uso de diferenca finita é a forma mais direta e mais facil
de se computar derivacdes, no entanto, como ja foi considerado, o erro é algo que pode
tornar impraticavel. No caso da otimizacao, a precisao da solucdo é diretamente relacionada

a precisdo oferecida, ou ainda, condi¢des de parada de métodos (2.4.1.1).

2.7.2 DFP e BFGS

Quando o célculo da matriz Hessiana se torna custoso demais para se calcular o valor exato, mé-
todos de atualizacdo da Hessiana tomam seus lugares. Esses métodos normalmente constroem
essa atualizacdo baseando-se na caracteristica interativa dos algoritmos que estao envolvidos.

Podemos iniciar tomando uma aproximacao da expansao local do gradiente da préxima

iteracao:

Vf(ee) = Vf(z) + H(z)(ep o — ) (104)

Que reorganizando e tomando a Hessiana como constante (o que ndo é, mas é esperado
que o gradiente ndo mude bruscamente) temos a seguinte expressdo, gerando uma aproximagdo

para a Hessiana em x; e x44q:

Vf(rps1) — V()

H~ (et — ) (105)

Ou ainda:
Ho=~vy (106)
y = (Vf(rre1) = VI(2)),0 = (T2 — 2) (107)

Que nada mais é que a equacdo da secante. O problema que temos agora, é que a
Hessiana deve ser sempre simétrica e normalmente também definida positiva, o que ndo esta
garantido desta forma.

Em 1970, Davidon (DAVIDON, 1991), usou em seu método de minimiza¢do uma matriz
que especificava um mapeamento linear das mudancas do gradiente em relacdo as mudancas
da posicdo observada. Essa matriz é atualizada a cada iteracdo de seu método pelas relacGes
do que foi mudado em relacdo a posicdo e no que foi mudado em relacdo ao gradiente da
posicdo anterior e o atual. No entanto, seu método nem sempre era usavel, e por isso em 1963,
Fletcher e Powell (FLETCHER; POWELL, 1963) introduziram novas ferramentas, garantindo
o funcionamento em diversos casos e a convergéncia dessa tal matriz a matriz Hessiana inversa

(o que ja acontecia antes, mas ndo em todos os casos), tornando o método da atualizagdo
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da matriz o primeiro a receber um grande prestigio. A atualizacdo da aproximacdo da matriz

inversa a Hessiana de Davidon-Fletcher-Powell (DFP) é dada por:

H ,=H '+ A+ By (108)
O'TO'k
A, = & 109
* UlgTyk ( )
H*l THfl
B, = _% (110)
Yy, Hk Yk
Y = Vf(Tre1) — V() (111)
O — (ZL’k+1 — ZL’k) (112)

o também pode ser definido como o vetor que quando somado a z;, minimiza a funcao na
direcio —H, 'V f(zy,).

Algumas informacGes podem ser verificadas a partir das expressées dadas, como por
exemplo, escolhendo uma matriz inicial definida positiva, as seguintes iteracdes serao positivas
definidas, e com as novas ferramentas trazidas por Fletcher e Powell, o método DFP também
se torna um método conjugado, por algumas relacGes ortogonalizantes no processo.

Um dos passos tomados na definicio do método DFP consiste em restringir a proxima
aproximacdo da matriz inversa a Hessiana a ser definida positiva. Mas podemos restringir a
prépria aproximacao da Hessiana a ser positiva definida e ja calcula-la diretamente. Broyden
(BROYDEN, 1970), Fletcher (FLETCHER, 1970), Goldfarb (GOLDFARB, 1970) e Shanno
(SHANNO, 1970) chegaram a essa conclusdo e demonstraram o método que ofuscaria o DFP,

o BFGS, definido da seguinte forma:

Hy 1= Hi+ Ay + By (113)
T
Y Yk
Ap = 114
* Z/;;FUk (114)
HkO'kO',ZHk
By = ——F7— 115
F O',ZHkO'k ( )
Y =V [(@p1) = Vf(zk) (116)
Ok = Tg+1 — Tk (117)

O BFGS basicamente inverte as posicdes de variaveis em relacdo ao DFP. Na literatura
encontra-se constantemente exemplos de que o BFGS é um dos melhores métodos disponiveis,

tanto em eficiéncia quanto em facilidade de implementacdo.
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2.7.3 Passo complexo

O método do passo complexo, mostrado por Lai (LAl et al., 2005), mas conhecido desde 1967
(LYNESS; MOLER, 1967), toma como base a expansdo de Taylor da funcdo perturbada por
um termo complexo:
itht i2h?
flz+ih) = f(x)+ ETR "(z) + Tf”(x) + ... (118)
Para a derivada de primeira ordem, podemos truncar as expressdes para nao considerar

derivadas de maiores ordens. O que nos deixa com:

f(z+ih) = f(z) + ihf'(z) (119)

Sabendo que f(x + th) é um nimero complexo, podemos pegar apenas a parte imagi-

naria:

Imag(f(x+ih)) = hf'(x) (120)
Por fim:
Imag(f(x +ih
f(a) = TooU e ) (121)
Da mesma forma, pode ser construido um método para se obter as segundas derivadas:
1 2 .
fi(@) = 15 (f(2) — Re(f(z +1ih))) (122)

Esse método nos da uma grande vantagem em relacao ao erro criado pelas operacoes
de ponto flutuantes executadas em computadores. A desvantagem é a necessidade que todas
as ferramentas usadas em conjunto com esse método sejam preparadas para trabalhar com
funces de imagem complexa.

O erro em relacdo a qualquer método de diferenca finita (comparaveis por serem simples
de implementar) é consideravelmente menor para um h suficientemente pequeno (CAPLAN,
2011).

2.7.4 Nuameros hiper-duais

O método do uso de nimeros hiper-duais (FIKE; ALONSO, 2011) é baseado na ideia de

generalizacao dos nimeros complexos. Um nimero hiper-dual é definido como:

a = Qo + a;€; + CLjEj -+ IijEiEj (123)

2 _ 2 _ 2 _
onde €; = ¢ = (€;¢;)? =0, mas ¢, €5, €;¢; # 0.
Quando fazemos a expansdo de Taylor de uma funcdo perturbada sobre tais nimeros,

temos apenas:
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df df d’f
Reorganizando, temos:
df 1 1
- = € = T€f (125)
dz hl h]’ I
Onde €5 é a ¢, parte de f(x + hie; + hje;)
Para segundas derivadas:
A f 1
Tz = 7 Ciif (126)

(4]
onde €ijf éa €ij parte de f(iU + hl’Ei + hjEj)

Encontramos o mesmo problema que o método imaginario, a aplicacao que se quer
usar deve ter suporte para os nimeros hiper-duais. No entanto, essa é uma das formas mais

precisas e eficientes de se ter primeiras e segundas derivadas (FIKE; ALONSO, 2011).
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3 Percurso Metodolégico

Para a producdo desse trabalho foi considerado o método analitico, inaugurado por Descartes.
O método, de forma geral, considera a criacdo de conjecturas acerca do tema, e por meio de
passos bem elaborados, chega a construcao de uma tese.

A introducdo ao tema foi feita no ano de 2019, junto ao inicio de um projeto de
pesquisa realizado por um grupo de alunos do curso de Bacharelado da Ciéncia da Computacao
da UFAPE. No inicio do projeto foi feita uma exposicdo inicial sobre o que deveria ser feito,
quais temas buscar e onde buscar. Apds essa orientac3o inicial, eram feitas reunides semanais
ondem eram apresentados os resultados de uma pesquisa superficial sobre as aplicacoes de
métodos de otimizacao em situacdes praticas, como em controladores de maquinas de precisao
e otimizacdo de classificadores. Essas pesquisas semanais foram feitas a partir da leitura de
artigos encontrados em buscas em bases cientificas, as quais s3o acessiveis por intermédio do
portal de periddicos da CAPES. Depois de feita uma quantidade que foi considerada suficiente
dessas reunides, cada aluno do grupo de pesquisa foi incumbido de fazer a escolha de um
método dos que foram apresentados durante as reuniGes. O método escolhido foi esse que
resultou na producdo desse trabalho.

Terminado o projeto de pesquisa e ja escolhido o método, os esforcos foram voltados
para a confeccao desse trabalho, iniciando uma nova fase de estudos sobre o SCP. Inicialmente
foi feita uma leitura um pouco mais aprofundada, buscando conhecer, de forma simples, os
fundamentos usados pelos autores para a construcdao do método, bem como compreender os
problemas para os quais o método foi aplicado, a fim de ter o entendimento do meio em que
ele foi concebido e também a identificacdo de métodos concorrentes em relacdo a aplicacao,
e métodos semelhantes em relacdo as ferramentas utilizadas para seu funcionamento. Em
paralelo a isso, enquanto se buscava identificar os fundamentos do SCP foi sendo construido
um conhecimento basico sobre o funcionamento do método, culminando em um seminario
sobre o mesmo.

Quando houve a decisdo de que o tema escolhido para este trabalho seria o estudo
do SCP, foi feito um delineamento do que seria feito para a pesquisa. Além disso, também
houve a decisao da implementacdo de um cédigo para o algoritmo. Um dos motivos para essa
implementacao, além da criacdo de uma versao publica e acessivel do algoritmo, é auxiliar no
entendimento do funcionamento do método e de suas bases, uma vez que experimentos empiri-
cos trazidos por essa implementacao ajudam na compreensao e indicacao de comportamentos

do método.
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Para a implementac3o do algoritmo foi escolhida uma linguagem de programacao que
cumpria alguns requisitos para que se pudesse ter ao final o que se esperava do cédigo. Dentre
os requisitos, temos que a linguagem deve ser capaz de produzir uma biblioteca dindmica para
que pudesse ser usada por qualquer outra linguagem com capacidade de utilizar uma biblioteca
dindmica, que a linguagem deve permitir o porte do cédigo do algoritmo para qualquer outra
plataforma suportada pelo compilador, que seja uma linguagem auto-explicativa no melhor
que ela puder ser e que tenha recursos que facilitem a seu uso e a facil producdo de cédigo
de maquina seguro e eficiente. A linguagem escolhida para ser usada foi Rust, uma linguagem
moderna, mas voltada para a construcao de sistemas criticos, como bibliotecas para programas,
sistemas operacionais e aplicacdes em embarcados. A linguagem cumpre todos os requisitos
ja citados, além de que ja se existia um conhecimento prévio dela.

A construcdo do cédigo foi feita em paralelo ao estudo das ferramentas usadas para
elaborar o método. Uma fez terminado o estudo de uma das bases elencadas pelos autores do
SCP, era implementado o cédigo equivalente ao que foi estudado, apelando quando necessario
para um estudo mais aprofundado. Desta forma, existia um vinculo entre o artigo onde foi
apresentado o SCP, o estudo feito a respeito do que se foi empregado no artigo e a construcao
do cédigo. Enquanto construido, o cédigo passava por testes, os quais eram feitos para verificar
a corretude de cada parte. Para cada parte do cédigo, eram usados problemas especificos para

que fosse testado, tentando ao maximo garantir o funcionamento correto de cada parte.

3.1 Delineamento da Pesquisa

A definicdo do escopo do projeto desse trabalho foi feita ainda durante o projeto de pesquisa,
bem como o tema a ser estudado. A escolha foi feita a partir do interesse criado sobre o método
e sobre o que levou os autores a elaborarem o mesmo. Dada a complexidade do método é
natural que se levantem discussoes sobre o funcionamento e o que levou a sua construcdo, e
por isso um interesse maior.

O objetivo desse trabalho é, em primeiro lugar, a compreensdo do método SCP, seus
fundamentos, utilidade e implicacées de sua existéncia. Em segundo lugar, é ter como um
cédigo acessivel, publico e atil para os problemas que o SCP se propde em resolver. Ao
considerarmos que o método é de fato competitivo em relacao aos outros métodos que temos
hoje em dia, um cédigo publico e acessivel do mesmo é de grande importancia para a evolucao
da comunidade cientifica no que diz respeito aos estudos de métodos de otimizacdo, uma
vez que, por exemplo, testes numéricos podem ser realizados entre a implementacao do SCP
e outro método que venha a existir ou que ja exista, produzindo um melhor entendimento a
eficiéncia e capacidade de aplicacdo dos métodos. O projeto se torna viavel quando é percebido
que as ferramentas utilizadas para a construcio do método, no que diz respeito as suas
implementacdes, n3o sdo complexas a ponto de gerar algum impedimento. O que poderia
gerar uma possivel inviabilidade para a execucao do projeto seria a tentativa de compreensao

total dessas ferramentas. Mas ao considerar que o estudo dessas ferramentas é necessario até
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um certo ponto, e ndo em sua completude, descartamos essa inviabilidade.

O cronograma considerado para a execucdo desse trabalho teve inicio apés o término
do projeto de pesquisa ja& mencionado. Inciado em Janeiro de 2021, o primeiro passo do
cronograma foi fazer uma releitura no artigo onde foi descrito o SCP, tentando listar o maximo
de pontos citados para um estudo posterior. Essa releitura ditou a ordem em que seriam feitas
as pesquisas sobre os pontos elencados, uma vez que essa foi a escolha dos autores para a
apresentacao do método. Feita essa releitura, inciou-se apenas os estudos dos primeiros pontos
inicialmente elencados, resultando em apresentacdes semanais sobre o que foi estudado. Ao
chegar ao ponto em que o assunto coincidia com o primeiro passo a ser tomado para a
construcdo do cddigo, foi de fato iniciado a construcdo, a fim de manter um paralelismo entre
o cédigo que estava sendo construido e o assunto que estava sendo estudado, garantindo uma
melhor extracdo de conhecimento por ambos os meios. E assim foi feito até o término dos
estudos e a finalizacdo do cédigo em uma primeira vers3o.

Como o objetivo primario desse trabalho é gerar conhecimento sobre um método mo-
derno e tudo o que isso representa, é possivel considerar metas ndo alcancadas. Dentre elas, a
garantia que ao final do projeto se tenha o cédigo proposto completamente funcional, ou ainda,
a contemplacdo de todos os assuntos elencados durante a releitura do artigo do SCP em igual

profundidade, ou deixando algum de fora quando se viu algum outro com maior prioridade.

3.2 Coleta e Tratamento de Dados

A busca pelo material de estudo, como ja dito, iniciou-se por uma releitura do artigo, onde
foram extraidas referéncias pertinentes a outros artigos e livros. Com esse material em maos,
foi sendo feita uma busca em profundidade nas referéncias de cada tema estudado, afim de se
chegar a uma origem concreta sobre o que se era estudado, bem como o percusso histérico.
Todos os textos foram acessados por meio do portal de periddicos da CAPES.

Para cada texto visto, foi feita uma pequena avaliacao qualitativa e quantitativa acerca
do que se era expressado, bem como seu valor para a pesquisa que estava sendo feita. Essa
avaliacdo garantiu a existéncia de uma base de conhecimento sélida para a execucdo do projeto.
Dessa forma, podemos concluir que mesmo que seja um processo custoso, o método aplicado
é robusto e gera um resultado que pode ir além das expectativas vistas em seu planejamento,
0 que por si s6 pode ser visto como um indicativo de uma garantia de sucesso em algum

aspecto do trabalho.



52

4 Analise e discussao dos resultados

4.1 O modernismo sob o ponto de vista da programacao

Ao observarmos o percusso histérico dos métodos de otimizacdo, podemos ir tdo atras no
tempo quanto a matematica é usada, mas para que possamos considerar passagens de eras é
necessario buscar acontecimentos com uma certa relevancia, e que tais acontecimentos estejam
relacionados a contextos de relevancia na época.

Um grande acontecimento que podemos tomar como algo que marque a passagem de
uma era para outra é o desenvolvimento do calculo por Newton (sabe-se que existem outros,
mas Newton é o mais creditado). Ao observarmos o que seria um processo de otimizacdo
matematica prévio ao calculo, vemos que parece ser algo de certa forma nao tao eficiente
ou pratico. Mesmo considerando um problema simples, tomando que sua interpretacao por
meio de graficos bastaria para uma resolucdo do problema, ndo seria algo tdo trivial como
percebemos hoje, uma vez que até a propria estruturacao de problemas graficos era algo
recente no momento de Newton, ja que a estruturacdo de coordenadas do plano acabava de
ser feita por Descartes.

Logo apds o desenvolvimento do calculo, toda uma nova forma de se considerar proble-
mas que ja existiam ou ainda derivar novos problemas foi conhecida. Nomes como Bernoulli,
Euler, Cauchy (2.3) Weierstrass (1) comprovam a rapida aceitagcdo das ideias de calculo e
andlise matematica, como também formam bases sélidas para o que temos sobre otimizacao
atualmente. Métodos ja tinham sido propostos, bem como algumas de suas propriedades, como
o préprio método de Newton (em colaboracdo com Raphson), ou ainda a primeira apari¢do
do método do gradiente descendente, por Cauchy.

Desde essa época, o estudo da otimizacdo foi tomando ramos e se especializando cada
vez mais. As especializacdes normalmente surgem de acordo com modelos de problemas reais
que deseja-se otimizar, por isso hoje somos capazes de encontrar toda uma vasta bibliografia
a respeito de otimizacdo de problemas lineares, ndo lineares, considerando variaveis inteiras,
variaveis reais, ou ambas.

Ao considerarmos os interesses de cada época em aprimorar o conhecimento matema-
tico, podemos perceber acontecimentos que estao relacionados a esses interesses. Ao tomarmos
como um ponto de partida o movimento iluminista no século XVIII, vemos e sabemos a relacao
com os estudos de Newton e os mesmos de sua época, e também compreendemos que o ideal

iluminista contribuiu bastante para a disseminacao desses estudos. Um segundo acontecimento
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que podemos levar em consideracdo é a revolucdo industrial. Conceitos fisicos de maquinas
pensadas durante a revolucdo industrial sao construidos sobre a nova fundacao do calculo,
permitindo, dentre outras coisas, melhor eficiéncia das maquinas. Podemos dizer que um dos
pontos altos desse periodo, mesmo que tardio, é o trabalho de Maxwell sobre a termodinamica,
o qual, de forma geral, é baseado em conceitos de estabilidade de sistemas.

O movimento de industrializacdo sempre crescente comecou a demonstrar seus pontos
fracos, principalmente em relacdo as eficiéncias das inddstrias, ainda no comeco do século
XX, quando as demandas cresceram, logisticas sobre recursos de producao foram dificultadas,
e tensdes internacionais estavam se formando. Passada a Primeira Guerra Mundial, diversos
paises se encontram com recursos escassos e buscando mais atencdo no gerenciamento desses
recursos. Essa atencdo nos leva a dois nomes que desenvolveram, de certa forma, as mes-
mas ferramentas para as mesmas finalidades, Kantorovich(2.2.1) e Dantzig (2.2.2), ambos
buscando otimizar o processo de alocacdo de pessoas, recursos, ou algo em relacdo com o po-
tencial de producao. Mesmo havendo um interesse maior em otimizacao linear nesse periodo,
outras areas da otimizacdo vinham sendo desenvolvidas também, um exemplo disso sdo as
condicdes KKT (2.4.1.1).

Agora apds a Segunda Guerra Mundial, os computadores digitais comecam a ganhar
mais espaco. Na década de 50, como uma das primeiras linguagens de programacao, temos o
Fortran, do inglés Formula Translation, como sendo uma linguagem pensada para os célculos
matematicos precisos e custosos de se fazer manualmente. Junto a isso, o recém desenvolvi-
mento da otimizac3o linear e as novas bases formadas para outras areas da otimizacdo expandiu
o interesse que se tinha na época.

Quando chegamos na década de 60, encontramos os nomes e acontecimentos ja citados
na secao 2.3, os quais agora podem ser compreendidos como em uma era moderna. E seguindo
dai, ndo é mais tao claro um acontecimento com influéncia na otimizacao para podermos
separar uma nova era.

Olhando agora para o lado dos computadores, enquanto a otimizacdo ja estava em seu
periodo moderno, os computadores estavam apenas comecando, sendo usados mainframes
para calculos j& computacionalmente desenvolvidos, o que acabava restringindo o acesso ao
estudo nesse meio, mesmo considerando o interesse crescente no assunto. Considerando os
avancos rapidos, Fortran nunca deixou de ser usada e atualizada, um exemplo é que ainda hoje
diversas bibliotecas matematicas em fortran sdo usadas. Avancos, como invencao e difusdo de
linguagens estruturadas (C e Ada) contribuiram na difusdo e acessibilidade dos estudos sobre
otimizac¢&o, tanto que o DONLP2 (2.4.2.2) que foi escrito em C, e Ada é uma linguagem usada
até hoje como linguagem para sistemas criticos, como sistemas operacionais da aviacao.

Agora considerando como um todo a analise histérica apresentada no capitulo 2, o SCP
se encaixa em um contexto com um ideal semelhante ao renascentismo. E dito na apresentac3o
do SCP que um de seus objetivos é recuperar o interesse no uso de técnicas de resolucdo de

subproblemas lineares que haviam sido deixados de lado em favor dos métodos quadraticos.



Capitulo 4. Andélise e discussdo dos resultados 54

Considerando os resultados obtidos pelos autores do SCP, foi mostrado por eles que houve uma
mudanca de foco, sendo voltado para outras técnicas de otimizacdo, isso sem antes esgotar
as possibilidades que os problemas lineares tinham a oferecer. Podemos ver isso ao considerar
que as técnicas empregadas no SCP ja existiam, ou pelo menos tinham suas bases firmes, no
momento que os métodos quadraticos ganharam sua fama. Dito isso, podemos colocar o SCP
como sendo um método pés-moderno/renascentista, também considerando a década de sua
concepcao, de 2000 a 2010.

4.2 Introducao ao SCP

O Sequential Cutting Plane (SCP) (STILL; WESTERLUND, 2010) pode ser visto como uma
demonstracao da capacidade das técnicas de otimizacao por problemas lineares que, como ja
dito, haviam sido deixadas de lado. O método apresentado por Claus Still e Tapio Westerlund
em 2010 pode ser visto como a conclusao do estudo deles sobre abordagens de subproblemas
lineares em problemas n3o lineares. Um estudo de pelo menos 5 anos, com o primeiro artigo
sendo uma apresentacao do método em um estagio inicial aplicado a problemas de otimizacao
ndo linear inteira mista (MINLP) (STILL; WESTERLUND, 2005).

O método foi primariamente aplicado em problemas MINLP como parte de um algo-
ritmo, demonstrando melhor performance em problemas MINLP convexos. Outra possibilidade
de aplicacao é o uso para resolucdo de problemas nao lineares de grande escala, de grande
dimensionalidade, visto a problematica enfrentada por métodos quadraticos para tais proble-

mas.

4.2.1 Aplicacao SCP em MINLP

Uma das aplicacdes do SCP foi como parte de um otimizador de outra classe de problemas, na
otimizacdo n3o linear inteira mista (MINLP). Existem problemas que buscam o 6timo usando
variaveis tanto discretas como continuas, com relacoes entre elas que s3o nao lineares e que
também contém funcdes nao convexas. Tudo isso dificulta muito a computacdo da solucao.
Otimizadores capazes de resolverem esses tipos de problemas sdo ditos como os mais flexiveis,
ja que seu escopo é tao abrangente. Isso o torna o centro das atencGes por pesquisadores de
todas as areas.

Problemas MINLP, na sua forma mais abstrata se dao da seguinte forma:

mlin f(z) (127a)
sa xe€FCR" (127b)

onde o conjunto F pode ser tanto nao linear quanto discreto, e f : R™ — R . As diferen-
tes escolhas de f e F levam as diferentes subclasses de MINLP, das quais temos algumas
denominacdes mais comuns, como:

» Otimizacdo Convexa, onde F é convexo, e o 6timo é inteiro;
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» Otimizacdo Disjuntiva, onde algumas variaveis sao continuas e outras s3o booleanas;

= Otimizacdo N3o Linear, onde restricdes ndo lineares constroem F e/ou f é n3o linear.
Normalmente usados métodos Sequential Quadratic Programming (SQP);

» QOtimizacdo por meio de grafos de expressoes;

= Otimizacdo por meio de subespacos convexos e/ou linearizacdes de F.

Podemos encontrar que as formas mais gerais de MINLP s3o incomputaveis, visto que
pode ndo existir informacdes ou ferramentas para serem usadas na resolucdo do problema. Para
problemas MINLP convexos, e com restricoes de desigualdades, a resolucao de subproblemas
lineares oferecem limites inferiores para o 6timo, o que para o SCP, saber desses limites ajuda
em questdes de eficiéncia. Segundo os autores do SCP, ao ser usado para problemas MINLP,
foram encontradas solucdes melhores em apenas um minuto do que usando outros métodos
que encontraram boas solucdes em 12 horas. Essa implementacao foi de uma versao prévia do
SCP, apresentada em 2006 (STILL; WESTERLUND, 2005), mas também com um cédigo de
dificil acessivel.

A resolucao de problemas MINLP convexos é importante no contexto global de proble-
mas MINLP, ja que a maioria dos problemas sao resolvidos por uma sequéncia de problemas
que foram convertidos em problemas convexos. Experiéncias numéricas mostram que o SCP
pode ser aplicado para problemas MINLP n3o convexos como solucionador de subproblemas.
A convergéncia ao ponto estacionario, quando aplicado a estes tipos de problemas, aparenta

ser rapida o suficiente mesmo que o estado do algoritmo esteja longe do ponto estacionario.

4.3 Analise Qualitativa do algoritmo - SCP

O SCP resolve problemas no seguinte formato:

mxin f(x) (128a)
sa  gj(z) <0, j=1,..,m (128b)
he(x) =0, r=1,....m, (128c¢)

Onde todas as funcdes devem ser continuamente diferencidveis em R"™ assim como
devem ser funcdes R™ — R. Um avanco em relacdo a forma anterior do método é que nenhuma
funcdo é assumida ser convexa, o que se deve ao refanamento das ferramentas utilizadas,
mais especificamente, a n3o necessidade de nenhuma propriedade de funcdes convexas para o
funcionamento do método. A (nica coisa assumida é que alguma das fungbes g;(x) é linear.
Com isso podemos perceber que o SCP é capaz de trabalhar com uma grande quantidade de
problemas, visto que essa forma de problema pode ser modelada de aplicacdes em diversas
areas.

Outra coisa que é assumida, é que as qualificacdes de restricoes de Mangasarian-
Fromovitz estendidas (Extended Mangasarian-Fromovitz Constraint Qualification, EMFCQ)

(PILLO, 1994) s3o validas para qualquer z € R", como visto na secdo 2.4.1.2.
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Estas qualificacdes garantem que, para qualquer ponto n3o viavel, exista uma direcao
de descida em direcdo a uma regido viavel. Existe também uma relacdo entre as EMFCQ e

funcoes de penalidade exatas.

4.3.1 O Algoritmo

O algoritmo ¢ iterativo, assim como no classico método de Newton se é gerada uma sequéncia
de pontos convergentes para um ponto 6timo. Cada uma de suas iteracdes consiste em um
conjunto de subiteracdes de resolucao de problemas lineares. A cada problema linear resolvido,
é obtida uma direcdo de descida, e com essa direcao, é feita uma busca em linha, buscando
um tamanho étimo para o passo. Apds essas iteracoes de problemas lineares, é esperado que
um novo ponto capaz de reduzir suficientemente uma funcdao de mérito, o que garante a

convergéncia. Uma sumarizacao do método pode ser visto no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: SCP - Sequential Cutting Plane

1 k<+1;
2 Hk +— I;
3 x}p < ponto inicial,

4 while k < [teracbes maximas do

5 (di, Thr1, Hiy1, Aps1, s, €st) < SPL(xy, Hy) // Problemas lineares

6 if est = true then

7 ‘ break ; // Para se foi encontrado um ponto KKT estaciondrio

8 end

9 Thy1 < VEM (dg, T, Mk, fies Tt Moty fksl) | // Verificacgdo de
descida

10 ARC (xy, Ta1); // Atualizag8o das regides de confianga

11 if KKTE(Tki1, A1, 1) = true then

12 ‘ break ; // Para se foi encontrado um ponto KKT estaciondrio

13 end

14 k+—k+1

15 end

A funcdo SPL, executada na linha 5, é responsavel por resolver a sequéncia de pro-
blemas lineares buscando direcbes 6timas de descida enquanto ja desloca o ponto atual. A
funcao V F'M, chamada na linha 9, é responsavel por fazer a verificacdo da qualidade do novo
ponto encontrado por SPL, se o ponto satisfizer as condicdes impostas, ele é mantido, caso
contrario é buscado um que satisfaca por outros meios. A funcdo ARC', na linha 10, verifica
o tamanho da regido de confianca para as solucdes d encontradas em SPL. Por fim, KKTFE,
linha 11, verifica se o ponto é um KKT estacionario do problema. N3do é necessario apresentar
a implementacao da funcdo K K'T'E, visto sua simplicidade, uma vez que é constituida a par-

tir de verificacoes feitas por calculos simples. Quando o algoritmo para, o ponto mais recente
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adicionado a sequéncia ¢ a solucdo, x;, se foi atingido o nimero maximo de iteracoes, ou xj 4
em uma parada por ponto estacionario. O nimero méaximo de interacGes verificados na linha 4,
a priori, deve ser escolhido empiricamente pelas conclusdes tiradas a partir do funcionamento
do método. Uma outra possibilidade é usar um mecanismo de limitacdo dindmica, com base

em analises simples do problema observado.

4.3.1.1 Subiteracoes lineares

Cada subiteracdo linear é a resolucdo de um problema linear fixado no ponto atual z;, ¢ sendo

a iteracao linear atual. O problema linear que sera resolvido é dado por:

. T i — ht — h~
min V£ (z;) d+CO H+) t +> ) (129a)
7j=1 r=1 r=1
ho(2;) + Vhy(z)Td =t — " r=1,..,me (129c¢)
(d)"(Hyd) =0, r=1,.,i—1i>1 (129d)
db<d<dv (129¢)
0 <t <max(g;j(r:),0), j=1,...,m; (129f)
0<th < |h(x)], r=1,..,me (129g)
0<th <|h(z;)l, r=1,..m (129h)

com a solucdo sendo d, t9, th" I

As restricdes (129b) e (129c) s3o versdes lineares das restricdes originais, onde a busca
por um d; que resolva o problema garante que na proxima iteracao, o ponto ja nao viole
restricGes. As variaveis t9, th+, t"", sdo relaxamentos das restricdes, o que facilita encontrar
um d; dentro de (129e).

A restricdo (129d) faz com que a direcdo de descida d; seja H-conjugada (49) a todas
as outras direcoes encontradas anteriormente por outras subiteracoes lineares desta interacao
n3o linear. H; é a matriz hessiana da funcdo Lagrangiana (30) do problema original, também
avaliada no ponto z;.

N3o é necessaria mais que uma iteracao de resolucdo de problema linear para que o
algoritmo venha a convergir, mas ainda assim pode ser feito para melhorar a velocidade de
convergéncia. Como é necessario que a cada iterac3o linear a solucdo d; seja conjugada a todos
os outros ds de iteracOes lineares anteriores, o algoritmo busca uma direcdo de descida que
"aponte”mais certeiramente para o 6timo. Por esse motivo esse método lembra o gradiente
conjugado, quando essa restricao é considerada.

A restricdes (129¢) nada mais sdo que um paralelepipedo que limita o espaco de busca
de uma direcdo descida. Onde d* < Ted > 0.

As linearizacdes vistas em (129b) e (129c) e o requerimento de ortogonalidade en-

tre as direcGes de descida encontradas em respeito a Lagrangiana da funcdo em (129¢) s&o
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(hiper)planos que cortam o espaco.

As restricdes (129b) sdo linearizacdes que geram uma regido no espaco que aproxima
a regido viavel das restricdes g;(x),j = 1,...,m;. Da mesma forma (129c) s3o (hiper)planos
que aproximam também a regido limitada de h,.(x),r = 1,..., m,.

Por fim as restricdes (129f), (129g) e (129h) controlam o quanto a funcdo objetivo
(129a) é relaxada em relacdo as restricdes que ndo estdo sendo satisfeitas. Quando todas as
restricoes sao satisfeitas em z;, vemos que t9 ,th+ e t"” s3o todos nulos.

Para a implementacao da funcdo SPL, como apresentado no Algoritmo 2, precisamos
inicialmente de uma forma de gerar o problema linear (129), que uma vez gerado, na linha 6,
deve ser resolvido (linha 7). O préximo passo a ser tomado é resolver o problema dual de (129),
e feito isso a solucdo do problema dual pode ser usada como estimativa dos multiplicadores
de Lagrange, o que é feito na linha 8. Apds isso, ja temos a possibilidade de verificar se o
ponto atual é um ponto KKT estacionario (visto a necessidade dos multiplicadores de Lagrange
para isso). Caso seja KKT estacionario ja podemos retornar as informac8es necessarias, como
é feito na linha 10, do contrério, é feita uma busca em linha buscando um tamanho para
0 passo na direcao encontrada na solucdao do problema linear. Essa busca em linha é feita
em uma funcdo Lagrangiana penalizada de acordo com as restricbes cumpridas. Uma vez
encontrado o tamanho do passo, o ponto da interacdo atual pode ser atualizado como no
método de gradiente descendente. Agora, a depender de como foi escolhido, é computada
a matriz Hessiana da funcdo Lagrangiana para a préxima iteracdo. Por fim, caso algum dos
critérios de parada de subiteracGes lineares forem satisfeitos, retornamos as informacdes obtidas
até agora, caso contrario, repetimos o processo tomando o ponto atualizado como o novo ponto

de partida.
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Algoritmo 2: SPL - Sequéncia de Problemas Lineares
1 Function SPL(x;, Hy):

2 1+ 1;

3 Ti — T,

4 H; + Hy;

5 while Condicbes de parada ndo satisfeitas do
6 (A, b, c) < gerar_problema(x;, H;);

7 (ds, 19,807 7)) < primal(A, b, ¢);

8 (A, i) < dual(A, b, c);

9 if KKTE(x;, \;, 1u;) = true then

10 ‘ return (d;, x;, H;, \;, i, true);

11 end

12 a; < busca_em_linha_lagrangiana_penalizada(x;, d;, N, j;);
13 Tig1 < T + ayd;

14 H;q < hessiana(x;, T;41);

15 141+ 1;

16 end

17 return (d;, x;, H;, \;, 11;, false);

Para a geracdo e resolucao do problema é necessario compreender o formato dele e
ajusta-lo para a melhor forma possivel de resolver. Para isso, vamos considerar o seguinte

problema de minimizacao linear e seu dual:

n&in ' (130a)
sa Axr>b (130b)
max by (131a)
sa  Aly=c (131b)

Para que possamos resolver (129) com facilidade pelos métodos convencionais, temos
que transforma-lo na tripla A, b, ¢ dos problemas acima, e com isso, também considerar ape-
nas um dnico vetor solu¢gdo x. Tomemos = como sendo (d, tg,th+,th_), logo, um vetor do
Rrtmitmetme - Podemos perceber rapidamente o que é o vetor ¢ a partir de (129a), que as
primeiras entradas sdo V f(z;) e todo o resto é o escalar de relaxamento C. Para a matriz A
e o vetor b precisamos primeiro reescrever as restricées de forma que fique clara as entradas.

Podemos reescrever (129) da seguinte forma:
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min Vf(w)'d+ i Ctd + i ot + i Ccth” (132a)
j=1 r=1 r=1

sa  —Vgi(z)'d+et!+0- 40t > gi(a), j=1,...,m; (132b

—Vh(z)Td+ 019 + Tt — Tt > (), r=1,..m. (132

Vh (2:)Td+0- 19 — elt"" + Tt > —h, (), r=1,...,me (132d

—(Hd)"d+0-t94+0-t" +0-t" >0, r=1,..,i—1 (132

(Hd)Td+0-t9+0-t" +0-t" >0, r=1,..,i—1 (132f

1-d40-t940-t" +0-t" > d"
—1-d+0-1940-t"" +0-t" > -a"
0-d+elt?+0-t"" +0-t" >0, j=1,..,m; (132

0-d—ejt?+0- "0t > —max(0,g5(x:), j=1,..,m; (132j
0-d+0-t7+elth" +0-t" >0, r=1,..m. (132k
0-d+0-19 —elt"" 401" > —|h.(z))], r=1,..,m. (132l
0-d+0-t9+0-t" +elth” >0, r=1,...,me. (132m
0-d+0-t9+0-t" —elth” > —|h.(2,)], r=1,...,m. (132n

em que e, é a k-ésima base candnica e (-) é o produto de um vetor por um escalar.

Posto assim, extrair A e b ndo é tao dificil. Basta considerar funcdes para cada familia
de restricGes retornando blocos de A e entradas de b. Durante esse processo é necessario
tomar cuidado com o custo tanto em memoria consumida quanto em processamento. Todas
as funcdes e restricdes sao avaliadas em z;, entdo é correto que se faca essa avaliacao antes
de comecar a gerar a matriz e os vetores. A respeito da memoria, ndo ha muito o que se possa
fazer, a n3o ser considerar variaveis temporarias ou algo semelhante.

Depois de gerar a matriz e os vetores, chega a vez de resolver o problema. A forma
como o problema é resolvido ndo importa, desde que se obtenha o resultado correto de forma
eficiente. Uma vez que a linguagem escolhida para a implementacdo foi Rust, foi usada uma
biblioteca prépria para problemas lineares, chamada de minilp, mantida por Alexey Zatelepin
(ZATELEPIN, 2020), que é capaz de resolver os problemas rapidamente.

Resolvido ambos os problemas, primal e dual, precisamos agora extrair as estimativas
dos multiplicadores de Lagrange. Para isso foi considerada a prova do Lema 3 em (STILL;
WESTERLUND, 2010) onde essa versdo do SCP foi proposta. Pela prova podemos perceber
que as estimativas dos multiplicadores sao as m; + m. + m, entradas da solucdo do problema
dual, referentes as restricdes (132b), (132c) e (132d). Podemos extrair A das m; primeiras
entradas da solucdo dual. J4 para u, precisamos ter ™ como as m, entradas logo ap6s m;
entradas, e 4~ como as m, entradas logo apés m; + m, entradas, e por fim, u =™ — .

Agora com as estimativas dos multiplicadores podemos verificar se o ponto atual é um

KKT estacionario. Caso seja, ja podemos retornar as informacdes pertinentes, d;, x;, H;, \;, ju;
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e um sinal informando que as iteracdes podem parar. Esse sinal é mais necessario por questdes
de eficiéncia, se ndo fosse enviado um sinal o algoritmo pararia na préxima verificacdo de KKT,
no entanto, seriam feitas uma imensa quantidade de operacdes a toa.

O préximo passo é encontrar um tamanho de passo na direcao d; que minimize uma

funcao Lagrangiana penalizada, dada por:

Eah ) = 1)+ S hgi @)t + S luche (@) + 03 M@ 403 el(he()? (133)
j=1 r=1 j=1 r=1

Podemos perceber essa funcdo como a Lagrangiana penalizada ja que ela considera
apenas as restricdes que ndo foram cumpridas, uma vez que g;(z)" = maz(0, g;(x)). Como
se deseja minimizar essa funcao na direcao d;, qualquer restricdo que venha a ser descumprida
ird fazer a funcdo crescer. O objetivo da minimizacdo é encontrar um Gnico valor real «; entre
0el.

0<a; <1

A forma como é feita essa busca em linha deve ser escolhida com cuidado. Se for
possivel e de interesse, uma busca em linha exata deve ser feita, se nao pelo menos deve-se
considerar uma boa aproximacdo. Se o tamanho do passo for impreciso demais, significando
que é facil encontrar um ponto 6timo melhor que o que viria a ser o proximo ponto quando
considerada esse tamanho de passo, podemos ter problemas quando o algoritmo estiver préoximo
de um étimo, podendo, por exemplo, nunca se aproximar o suficiente para que seja considerado
solucao.

Um préximo passo, se foi escolhido fazer dessa forma, é a computacao da matriz
Hessiana da funcdo (30) Lagrangiana. Os autores do SCP propuseram o uso do BFGS (2.7.2)
por ser um método iterativo, e por isso, poder ser evitado calculos desnecessarios. A outra
opcao considerada para a implementacdo foi calcular a Hessiana de forma exata, usando o
método ja apresentado em (103).

Agora, no final da iteracdo, é incrementado o contador de iteracoes e sao verificadas
as condicoes de parada. Temos ao todo cinco condicSes a serem verificadas, bastando que
alguma delas seja descumprida para parar as iteracoes. A primeira verifica se ¢ > n, aplicavel
apenas quando a restricdo (129d) é considerada, ja que sendo um método conjugado, n3o se
tem mais como haver outras direcdes de descida para a busca da solucdo. A segunda é quando
a norma de d; é préxima de 0, indicando nenhum movimento. A terceira condicdo é quando
alguma variavel de relaxamento ndo é reduzida, ou seja, ndo existe nenhum j de forma que
t7 < gj(z) e também ndo existe nenhum 7 de forma que th" < ho(z) et < h,(z). A quarta
condicdo é se ja estamos pelo menos na segunda iteracao e qualquer variavel de relaxamento é
positiva. A quinta é se a; é préximo de 0, pelos mesmos motivos que a segunda condicdo. Uma
vez parada as iteracOes de resolucGes de problemas lineares, deve ser retornada as informacoes

necessarias, (d;, z;, H;, \i, 1;).
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4.3.1.2 Funcao Mérito

E usada uma funcdo de mérito para verificacdes da velocidade de descida. O mérito é dado

pela minimizacdo da funcdo objetivo (128a) e a anulagdo de um termo de penalizacdo:

M(x) = f(x) + p() (135)

O termo de penalizacdo é semelhante aos dois primeiros termos que penalizam a funcao
objetivo na Lagrangiana penalizada (133). No entanto, ao invés de ser usado as estimativas
dos multiplicadores de Lagrange, sao usados nimeros maiores que elas, garantindo que a
penalizacio seja ditada apenas por uma proporcao dos valores das restricbes nao cumpridas,
0 que vem a penalizar de acordo com o quanto o problema esta distante de ser resolvido.

TEOED SIS SARE)] (136)

N3o é dito o quanto os valores para A e fi devem ser maiores que as estimativas, ent3o
devemos contar com a experiéncia trazida pela aplicacio do método. Ja que A > N e i >
basta considerar um incremento para os valores, A\ = X\ + \jne € i = [ + fline.

A verificacao da qualidade da descida é dada por trés condicdes, o decréscimo da funcao
de mérito, o decréscimo suficiente da funcdo de mérito, e se o passo tomado é suficientemente
grande. A primeira condicdo é apenas verificar se M (zy41) < M(xy). A segunda condic3o é
feita por querer descobrir se o passo tomado desacelera a descida do algoritmo, verificando se
a func3o esta sendo reduzida suficientemente. Essa verificacao é feita pela analise da diferenca
das avaliacGes da funcdo de mérito em x; e x4 em relacdo com a derivada direcional da

funcdo.

M(karl) — M(fl?k) S O'CkdekM(iL'k), o€ (0, 1) (137)

Uma interpretacao rapida para a derivada direcional é medir o quando a descida pelo
gradiente vai de encontro com a direcao esperada. Nesse caso, a derivada mede a velocidade

de descida da funcdo de mérito na direcdo d. A derivada direcional de M (z) é dada por:

DaM(z) = Vf(z)"d + Z ADag;(x)* + Z iDghy (7)) (138)

j=1
E as derivadas direcionais das restricdes consideram apenas quando as restricoes nao

estdo sendo cumpridas:

Vy;i(z)d, se g;(z) > 0;
Dgg;(x)" = < max(Vg,(x)7d,0), se g;(x) = 0; (139)
0, se g;(x) < 0.
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Vh,(z)fd,  se h.(z) > 0;
Dy|h(z)| = { |Vh,(2)7d|, se h,(z) = 0; (140)

Y

~Vh.(x)td, seh.(x)=0.

O terceiro teste com a funcdo de mérito é a verificacdo de que o passo tomado foi
grande o suficiente. Essa condicdo é feita por verificar se a derivada direcional em x;1 é maior

que em x;, mesmo que reduzida:

Dy, M(zg11) > nDg M (1), n € (0,1) (141)

Como a derivada direcional é maior quanto mais préximo de d, visto que o movimento
descrito por xp,; — ) caracteriza o denominador da derivada, essa condicao ser satisfeita
significa que as iteracdes estdo cada vez melhor "apontadas”para o étimo e fazendo isso com
uma velocidade significante.

A derivada direcional da funcdo de mérito, além de considerar a descida da funcdo
objetivo, também considera as direcoes de descida para que as restricdes que ndo estao sendo
cumpridas sejam. Entdo, de forma geral, a derivada direcional da funcdo de mérito quantifica
0 quao préximo da melhor descida possivel o algoritmo esta fazendo.

Caso ndo seja possivel cumprir todas as trés condicoes, é necesséario buscar um novo
ponto que satisfaca. Dentre as varias formas de se fazer isso, a mais simples é buscar o ponto

na direcdo dy que minimize a funcao de mérito:

Qn

Uma vez encontrado «,, basta salvar o novo ponto em x; e retornar:

Tyl = Tk + Oéndk (143)

Um pseudo-cédigo para o que foi dito estd apresentado no Algoritmo 3.
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Algoritmo 3: VFM - Verificacdo da Fungdo de Mérito

1 Function VFM(dy, Tr, A, fks Thi1s Akg1, Heg1)

2 o+ 0.5;

3 n < 0.75;

4 ay, %;

5 cl  (M(xp41) < M(xy));

6 2 (M(xp41) — M(xy) < oDy, M(zy));
7 3 < (Dg M (xg41) > nDg M (xy));

8 if c1 = true e 2 = true e ¢3 = true then

9 ‘ return x;q;

10 end

11 ay, < busca_em_linha_ funcao_merito(zy, dy, Ak, iix);
12 Tyl < T + agdy;

13 return xy4q;

4.3.1.3 Regides de confianca

As regides de confianca s3o usadas como delimitacGes para o espaco das direcOes de desci-
das, garantindo que estas sejam de um tamanho adequado, e atualizadas de acordo com os
movimentos do ponto em cada iteracdo, ou seja, se a regido é muito grande e o ponto em
relacdo a Ultima iteracao nao se deslocou tanto, a regiao pode ser diminuida, e 0 mesmo para
o contrario, a regido é aumentada caso a diferenca de posicGes entre iteracdes seja muito

grande. O parametro é um namero real 9,,,, dado por:

Omaz = maz(d;) (144)

Onde §; é um conjunto de valores reais das maiores diferencas em relacdo ao tamanho

da regido de confianca:

Lk4+1,0 — Tkl Tr4+1,0 — Tkl
: : : ) i=1,...n 145
df dy/ ) (143)

Existe uma tolerancia para o tamanho do movimento sem que as regides sejam atuali-

Y

0, = max <

zadas. Um parametro é escolhido como limite antes de crescer a regido e outro para diminuir
a regido. Por experiéncia numérica dos autores (STILL; WESTERLUND, 2010), foram iden-
tificados valores para esses pardmetros, para o crescimento da regidao d;,. = 0.8 e para a
diminuicdo d4.. = 0.2. Podem ser escolhidos quaisquer valores dentro dos intervalos, que s3o
0.5 < djpe < 1e0 < dgee <0.5. Uma vez considerado esses parametros, a atualizacdo da

regiao pode ser feita como exemplificada no Algoritmo 4.
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Algoritmo 4: ARC - Atualizacdo da Regido de Confianca

1 Function ARC(xy, Ty 1):

2 o «—1}

3 Oine < 0.8;

4 Odec < 0.2;

5 for [ <+ 1 ton do
6 0 &= Tpg1 — Thys
7 o %;

8 oY d%;

1

9 6 + & U {max (6%, 6Y)};
10 end

11 Omaz = max(d;);

12 if 0,02 < O4ec then
13 7 4 e

14 if v # 0 then
15 d* « ~d*;
16 dV « ~dY;
17 end

18 end

19 if 0,000 > Jine then
20 v 4 20maz;

21 if v £ 0 then
22 d¥ « ~d*¥;
23 dY < ~dY;
24 end
25 end

Algumas coisas precisam ser consideradas a respeito dessa atualizacdo. Embora seja
uma funcdo de atualizacdo simples e nao muito custosa, ndo dar atencdo suficiente pode
resultar em problemas. A verificacdo v # 0 é necessdria uma vez que se a atualizacdo por
algum motivo n3o parou anteriormente, a distancia entre os pontos de cada iteracdo pode ser
praticamente nula, o que leva para o anulamento da regido de confianca para d, forcando que
d = ﬁ o que de novo leva para uma nova iteracdo sem movimento e iterando no mesmo

ponto até o limite de iteracoes.

4.4 Analise Quantitativa do algoritmo - SCP

Para que pudesse ser feita uma analise quantitativa completa, seria necessario ter uma proposta

de cddigo finalizada, o que n3o é o caso. Para que possa se ter essa proposta, é preciso fazer
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uma avaliacdo fina tanto do funcionamento do método como um todo, quanto com cada
parte isolada, com um foco especial na busca da direcdo de descida e no ajuste das constantes
de penalidade presentes em todo o processo. No entanto, serd apresentado resultados que
consideramos parciais acerca do custo de processamento. O cddigo de nossa autoria que foi
construido como uma proposta para o SCP é o que usamos nos testes, e este estd disponivel
publicamente em um repositério no Github *.

Para os testes, foram usados 10 problemas de 3 bases de dados diferentes. Duas des-
sas bases de dados foram as mesmas usadas pelos desenvolvedores do SCP, uma compilada
por Hock e Schittkowski (HOCK; SCHITTKOWSKI, 1981) e Schittkowski (SCHITTKOWSKI,
1987). Enquanto a elaboracdo do teste, apenas sdo considerados problemas cujo dominio é
o R?, e problemas com ambas as restricdes, tanto de igualdade quanto de desigualdade, por
simplicidade e verificacdo da consisténcia entre problemas. Dado o estado atual da implemen-
tacdo do método, nao foi vista a necessidade de apresentacao do ponto supostamente 6timo
encontrado pelo algoritmo para cada um dos problemas apresentados. No entanto, sera falado
a respeito das implicacoes acerca do que foi encontrado.

Todos os testes foram feitos em uma CPU AMD FX-6300, no sistema operacional
ArchLinux-2021.06.01. O compilador usado foi o rustc 1.51.0-nightly, edicdo 2018, compilacao
ndo otimizada e informacdes de debug. A n3o otimizacdo e a preservacao das informacdes de
debug do programa sdo feitas para que se possa usar um debugger mais facilmente e evitar o
rearranjo de codigo por parte do compilador, uma vez que durante a compilacdo as otimizacoes
feitas podem alterar drasticamente a ordem das operacdes executadas a fim de garantir a maior

eficiéncia possivel para as operacdes de baixo nivel.

4.4.1 Problemas de Surjanovic e Bingham

A primeira base de problemas considerada (SURJANOVIC; BINGHAM, 2013) é parte de um
projeto colaborativo para se ter uma biblioteca de funcdes e conjuntos de dados para testes
em diversas areas de otimizac3do, simulacdo e modelagens em geral. Foram escolhidos quatro
problemas da base por serem problemas simples, os quais estdo listados na Tabela 1. No
entanto, sdo todos irrestritos, isto é, consistem apenas em minimizar a funcdo sem nenhuma

restricao.

! Disponivel em: <https://github.com/Sekva/tcc_prog/tree/56fa674>


https://github.com/Sekva/tcc_prog/tree/56fa674

Capitulo 4. Andlise e discussdo dos resultados

67

Tabela 1 — Funcdes de teste irrestritas.

Nome Expressao Otimo (z*)
Bohachevsky | f(z) = 2% + 225 — 0.3 cos(3mx; + 4mxs) + 0.3 (0,0)
2 2 1 2
Perm flx) =" (Z(]’ +B)z; — ]—> (1,3)
i=1 \j=1
Trid (2,2)
Sum Squares (0,0)

Figura 3 — Funcéao Trid com timo em (2, 2).
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Figura 4 — Funcdo Sum Squares com 6timo em (0, 0).

200 |

—10

Como todos os problemas sao irrestritos, foram consideradas restricdes simples. Para
as restricGes de desigualdade, foram consideradas quatro funcdes limitando o ponto a um
quadrado em uma distancia razoavel do étimo. Para as restricoes de igualdade, basta considerar
uma funcdo que passe no 6timo, a mais simples é apenas uma reta. Devemos lembrar que
estamos trabalhando apenas no R2.

Cada uma das funcdes buscam testar o funcionamento da descida do método em super-
ficies com caracteristicas diferentes. A funcdo de Bohachevsky (Figura 1) tem uma superficie
com lombadas, causadas pela funcao trigonométrica em sua definicdo, o que faz verificar se
o processo n3o fica preso em um 6timo local. A funcdo de Perm (Figura 2) tem uma especie
de anel em que o minimo esta localizando, verificando se o método é capaz de contornar ou
atravessar esse anel. A funcdo Trid (Figura 3) tem uma inclinagdo diferente em cada direcdo,
o que serve de apoio para a analise das direcdes de descidas encontradas durante os testes.

Por fim, a funcdo Sum Squares (Figura 4) é apenas um paraboloide eliptico de rapida descida.
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4.4.2 Problemas de Hock e Schittkowski

As outras duas bases de testes sdo compilacdes de funcdes usadas ao longo de anos de estudos
sobre métodos de resolucdo de problemas nao lineares dos autores. Segundo eles, o livro onde
é apresentada a base de dados deve ser considerado uma assisténcia para o design de testes,
uma vez que a performance sé pode ser medida de fato através de experiéncia numérica, a
qual se faz necessario ter uma colecdo de problemas para que exista uma experiéncia.

Da primeira base, foram escolhidos os seguintes problemas:

min f(x) = 100(z; — 1) + (1 — )3 (146a)
sa 1.5 <y (146b)
= (1,1) (146¢)

mxin f(z) = (21 —2)* + (22 — 1)? (147a)
sa —0.2522 —25+1>0 (147b)
r1—205+1=0 (147¢)

" = (0.5(v7 —1),0.25(v/7+1)) (147d)

min f(z) = —x9 (148a)
sal+x —222>0 (148b)
i+ 25 —1=0 (148c)
z* = (0.6,0.8) (148d)
min f(z) = —x; (149a)
sa (1—2)> —2,>0 (149b)
z* = (0.25,0.25) (149c¢)
min f(z) = (z; — 20)? + (2o + 20)? (150a)
2 2
21 La
a-—++2-9 150b
> 100 © 36 (1506)

o = (7.809, —3.748) (150c)
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mxin f(x) =27+ o (151a)
sa —(z1+x2)+1>0 (151b)
— (2 +23)+1>0 (151c)

2} +a5—-9=0 (151d)

z* = (—2.372, — 1.336) (151e)

Temos que (148) é o Problema N©217, (149) é o Problema N9221, (150) é o Problema
Ne313 e (151) é o Problema N©325.

4.4.3 Avaliacao numérica do SCP

Para avaliar o custo do SCP no estado atual temos que verificar um custo geral e também
custos em partes especificas. Para isso observaremos o tempo de processamento médio de
cada iteracdo, o tempo total das subiteracdes lineares, o tempo total entre as subiteracoes
lineares e o fim da iteracao, e os tempos de resolucao do problema primal e dual, bem como
a geracao das informacdes para tal. Todos os tempos sdo em segundos.

Deve ser lembrado que nao existe um cédigo acessivel para o SCP, uma vez que os
autores nao disponibilizaram o que foi usado para os resultados numéricos. Portanto n3o existe
um cédigo de referéncia para a nova construcdao. Comparativos entre os testes numéricos da
implementac3o aqui proposta e a implementacdo feita pelos autores também ¢é algo dificul-
tado pela falta de acessibilidade do codigo. A escrita do método, considerando todas as suas
vantagens, pode ser considerado algo inovador, ja que existe a contribuicao de ser exposto um
algoritmo funcional e plblico para um método que é apresentado para a comunidade como

sendo de dificil acesso.

Tabela 2 — Tempo de execucéao de diversas etapas.

H Problema Iteracdo SLP Pés SLP Primal Dual Geracdo H
Bohachevsky | 0.013982 | 0.012956 | 0.000069 | 0.007525 | 0.002942 | 0.000273
Perm 0.036630 | 0.034369 | 0.002100 | 0.007365 | 0.006032 | 0.000263
Trid 0.013688 | 0.012513 | 0.001262 | 0.004786 | 0.004890 | 0.000228

Sum Squares | 0.038192 | 0.035703 | 0.002019 | 0.007337 | 0.006878 | 0.000284
Prob. n°1 0.012007 | 0.010918 | 0.000044 | 0.002089 | 0.001545 | 0.000134
Prob. n°14 | 0.006658 | 0.006107 | 0.000526 | 0.001957 | 0.001557 | 0.000125
Prob. n°217 | 0.006057 | 0.005336 | 0.000698 | 0.001936 | 0.001501 | 0.000127
Prob. n®221 | 0.005204 | 0.004598 | 0.000568 | 0.000884 | 0.000519 | 0.000078
Prob. n®313 | 0.014293 | 0.013699 | 0.000459 | 0.004419 | 0.004174 | 0.000192
Prob. n®325 | 0.013886 | 0.013006 | 0.000989 | 0.002889 | 0.001671 | 0.000144
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Como o cédigo ainda ndo estd finalizado, ndo foram apresentadas as solucoes. No
entanto, dos 10 problemas, 2 sdo resolvidos e os demais levantam questdes a respeito da
implementac3o feita. Dois étimos encontrados pelo cédigo (no estado atual) sdo os étimos
reais, a solucdo do problema de Bohachevsky e o Problema N9217. Dentre as questdes que
podem ser percebidas das solucdes dos outros problemas temos, por exemplo, o fato de ter
encontrado a solucao apenas em uma coordenada e na outra ter encontrado o simétrico do
que deveria. Ou ainda, encontrar solucdes ndo tao distantes da solucdo real, mas com uma
proximidade ndo suficiente para que sejam consideradas um erro de precisdo. Desses detalhes
podemos concluir que o c6digo no estado atual estd bem préximo de ser terminado. Dentre
os problemas que podem existir, podemos pensar sobre a geracdo da matriz A (131b) dos
problemas lineares, a qual passa por diversas transformacdes para ser construida a partir da

definicdo das restrices do problema (129) e chegar em sua forma matricial.

4.5 As vantagens e desvantagens computacionais do SCP

Agora pensando exclusivamente na implementacao do método, primeiro foi necesséria a cons-
trucao de uma estrutura para o armazenamento do problema. Essa estrutura guarda a funcao
objetivo do problema, uma lista de funcdes das restricoes de desigualdades e outra lista de
funcoes para as restricdes de igualdades. Para o armazenamento das funcdes basta conside-
rar ponteiros para elas. Outras informacées que podem ser armazenadas nessa estrutura do
problema s3o as regides de confianca, como os pontos que de fato sdo. Para essa estrutura
também foi criada uma funcdo para avaliar todos os aspectos basicos do problema em um
certo ponto. Nessas funcdes sao avaliada a funcao objetivo e seu gradiente e todas as restri-
cOes e seus gradientes. Essa funcao é usada em quase todas as vezes que se é requerida uma
avaliacdo do problema, ndo sendo usada em casos onde se usam certas funcdes isoladamente.
A possibilidade de se ter essa estrutura onde todas as funcdes podem ser avaliadas de uma
vez nos da uma vantagem em questOes de performance, uma vez que podemos otimizar o
tempo de realizar todas essas avaliacoes diminuindo consideravelmente o tempo de execucao
do algoritmo.

Um outro efeito benéfico sobre o método ter esses momentos onde todas as funcoes
sao avaliadas é um custo reduzido em problemas com funcoées muito dificeis. No entanto,
ainda é feita uma grande quantidade de avaliacOes, por isso, mesmo considerando esse efeito
benéfico, os autores ndo recomendam para problemas com funcoes dificeis.

O uso de subproblemas lineares é o ponto principal do método, e com ele vem todos
os efeitos. O problema linear, mesmo que grande, é de rapida computacdo e, a depender do
método de resolucdo, pode ser resolvido com operacdes simples da CPU, o que reafirma a
velocidade do método. No entanto, complexidade de processo ndo é a (nica preocupacao que
se deve ter com um método capaz de resolver problemas de grande escala. Para que possamos
usar métodos ja conhecidos para otimizac3o linear, foi necessaria a transformacao do problema

no formato proposto originalmente (129) em um equivalente de formato mais simples (132)
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de ser percebido e a partir dele extraido a matriz e os vetores (130), e ai que encontramos o
problema.

Mesmo sendo apenas niimeros, o armazenamento da matriz e dos vetores pode vir a
se tornar um problema. Primeiro temos que considerar os tamanhos. Para o vetor ¢, temos
que seu numero de elementos é n+m; +m. +m., 0 que de cara ndo parece ser um problema,
principalmente pelo fato de que se foi possivel armazenar as funcGes e restrices na estrutura
do problema, deve-se ter capacidade para armazenar as entradas de c. No entanto, isso vale
quando consideramos que ¢ € R", mas se por exemplo, quisermos adaptar o método para
funcionar com nimeros hiper-duais (2.7.4), que equivalem a quatro ndmeros reais, ja existe
um aumento consideravel nos requerimentos de armazenamento.

Sabendo quantos elementos tem o vetor ¢, sabemos também quantas colunas tem a
matriz A, visto que devem ser iguais para que possa ter Az. O que nos falta agora é saber o
namero de linhas de A, que também é o niimero de elemento de b, também para que se possa
ter Az = b. Ao observarmos o problema ajustado (132), podemos ver que o nimero de linhas
é de pelo menos m; +me +me +n+n—+m; +m; +me +me +me +me = 2n+3m; +6m,.. E
no minimo isso pelo fato das restricdes (132¢) e (132f) adicionarem 2n linhas a cada iteracdes
de resolucio de problemas lineares, e se chegar a ter n iteracdes, sdo 2n? linhas adicionais.
Portanto, a matriz A tem no minimo (2n + 3m; + 6m.) - (n + m; + 2m,) elementos e no
méximo (2n* 4+ 2n + 3m; + 6m.) - (n + m; + 2m,), o que pode facilmente se tornar uma
dificuldade de uso em casos onde seria interessante se ter os beneficios, um exemplo seria um
dispositivo embarcado que resolva problemas ideais para o SCP, porém tem pouca memoria.

Outro ponto que podemos observar é a construcao do ferramental para o funcionamento
do SCP. Mesmo que isso n3o seja relacionado ao funcionamento do método propriamente dito,
a existéncia do ferramental por si s6 ja é uma vantagem. Isso talvez seja resultado da posicao
histérica do método, uma vez que os autores foram capazes de estudar e compreender as
ferramentas que utilizaram em um estado muito mais refinado do que se tinha, por exemplo,
na década de 70.

Contando s6 com as ferramentas mais basicas, como as operacdes entre vetores, nime-
ros, matrizes e calculos de derivadas, podemos facilmente implementar métodos basicos, como
o método de Newton, e o gradiente descendente. Para o método de Newton, que requer o uso
das primeiras e segundas derivadas, temos duas opcdes. A primeira sendo calcular a matriz
Hessiana diretamente, o que é custoso, mas existindo a segunda opcdo para cobrir o caso que
é necessario mais desempenho, ndo é um problema. A segunda opcdo é caracterizada pelo
uso do BFGS (método de Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno) (2.7.2), podendo ser adaptado
para calcular o inverso da Hessiana, ja que é o inverso que é usado no método de Newton.
Além disso, ja existindo o calculo pelo BFGS, podemos usar o préprio método de minimizacao
do BFGS. Para o método do gradiente descendente, pequenas mudancas devem ser feitas ao
método de busca em linha para que se possa escolher os limites para o tamanho do passo,

uma vez que para o SCP, na funcdo Lagrangiana penalizada, o tamanho do passo é limitado
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entre 0 e 1.

Também existem métodos mais complexos que podemos montar a partir do que foi
construido para o SCP. Foram construidas funcdes Lagrangianas, com e sem penalidades, e
uma funcdo de mérito, que quando analisamos a penalidade dela vemos que também tem
uma forma semelhante a Lagrangiana. Dessa forma temos a habilidade de usar essas funcoes
de maneira similar ao uso nos métodos empregados no LANCELOT (2.4.2.1) e DONLP2
(2.4.2.2).
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5 Conclusao

Como efeito do estudo epistemolégico da literatura acerca do SCP, partindo do que se su-
gere ser a origem, que podemos considerar com ancestralidade a Newton, os primeiros movi-
mentos pds-guerra que introduzem a programacao linear e suas metalinguagens. Temos uma
andlise tanto qualitativa quanto quantitativa, arquitetada sobre pilares de estrutura légico-
computacional, o que permite dissertar e descrever o algoritmo que é apresentado no trabalho
(STILL; WESTERLUND, 2010). Também nos permitiu, uma vez acessado o ideal do método,
construir em uma configuracdo prépria, o que configura o significado de inovacao, um cédigo
que traduz o algoritmo. E podemos também conjecturar que ha um qué de inovador, em
alguma dimensao, do algoritmo primal quando construido o cédigo que sugerimos.

Num outro edificio fundamentado na funcionalidade e eficacia do método temos uma
andlise quantitativa que permeia as escalas de profundidade que pudemos alcancar com as

ferramentas que tinhamos a disposicao, a saber, a proposta de cédigo ainda nao finalizada.

5.1 Trabalhos Futuros

Tendo em vista o amplo potencial destacado do SCP no capitulo 4, sabemos que problemas em
que a funcdo objetivo seja convexa estao todos dentro do escopo de trabalhos futuros. Além
do mais, pelo que conferimos, desde que a funcao objetivo seja continuamente diferenciavel, e
ademais, com restricGes dadas por funcoes suaves, problemas de modelagem matematica com
expressoes ao menos algébricas podem ser atingidos pelo SCP. Dentre esses problemas temos
o problema de N-Corpos. Especificamente o problema de encontrar configuracoes centrais
para N suficientemente grande, com o intuito de determinar sobre a finitude das classes de
configuracdes centrais abordando o fator simétrico.

No que se refere a questao computacional, é pretendido nao sé finalizar o coédigo que
propomos, como também expandir a abordagem das estimativas para a matriz hessiana. O
que pode vir a simplificar o algoritmo, e como consequéncia quicd amplificar, ainda mais, o
leque de aplicacdes de problemas soliveis pelo SCP.

Para a finalizacdo, deve ser feita a verificacao de corretude para o subproblema linear
(129), afim de existir uma garantia a respeito da direcdo de descida. Uma outra questdo
pendente que pode ser apresentada para uma versao completa do método é o ajusta fino do

incremento das estimativas dos multiplicadores de Lagrange na funcdo de mérito (136).
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5.2 Consideracdes Finais

Uma plausivel convergéncia das concatenacoes do que foi exposto nos capitulos 2 e 4, pode ser
uma alusdo a imersao das contendas tanto tedricas quanto praticas de uma area de pesquisa
matematica-computacional que é a otimizacdo. Nesses termos qualquer avanco que se possa,
tedrico ou pratico, nessa area aponta rapidamente para uma evolucao em todas as areas
que hoje fazem uso da otimizacdo como sub-rotina de sua metodologia, o que confere aos
avancos que aqui apresentamos como sugestivos a serem aplicados em curto prazo em areas
dispares, visto, por exemplo, que modelos de crescimento populacional atingem da sociologia
a biomedicina com equivalente potencial de valor. E os modelos mais modernos possuem
intrinsecamente como funcdo objetivo, uma funcao que compete a programacao nao linear.
Isso nos mostra que cedo ou tarde os métodos de otimizacdo terdo que ocupar o espaco de
técnicas viadveis para resolver problemas de fenémenos contumaz modernos.

Como uma conclusdo ébvia, o trabalho que foi realizado tanto é moderno como ne-
cessario. Ultrapassando o viés primario de evidenciar as competéncias de um discente em sua
conclusao de graduacdo e aflorando para um desfiladeiro de novos horizontes e uma certeza,
de que dentre todas as possibilidades, esse se apresenta em tempo como o trabalho que me

preparei para realizar ao longo de minha formacdo académica.
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